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Учебное пособие предназначено старшекласспикам, прежде всего, ля разви- 
тия их математического образования. Пособие будет незаменимым помошядком 
учащихся прк подготовке к узастию п математических олиманалах различного 
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пеожиданные) метолы решения залач о митоматике, изучению которых в обие- 
образовательной школе улелястся мало внимания. Примеление преллагаемых 
мстолов иллюстрируется из решения многих задач повышенной соужности из 
различных разделов математики (алгебра, тригонометрия и геометрия). 

Изучение нестандартных методов позволит не только расширить область ус- 
пешио решаемых «школьных» залач по математике, но будет способствовать 
развитию у старшеклассинков нестандартного мышления. 

'Пособне вдресовано учащимся обшеобразоватеньных школ, гимнизий, липе- 
св, колледжей, абитуриентам, учителям математики, рукоподителям тлкольных 
математических кружков, репетитора, организаторам математических олимпиад 
и преполаватолям вузов, принимающим вступительные конкурсные экзамены по 
математике, 
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От автора 


В учебном издании предлагаются нестандартные методы решения 
‘уравнений и неравенств из различных разлелов математики (алгебра, тря- 
тонометрия и геометрия). Их применение требуст от абитурнентов нс- 
сколько необычных рассуждений. Незнание и непонимаяие исстанларт- 
ных методов существенно уменьшает область, успешно решаемых задач 
по математике. Тем более, что такие метолы, кик правило, нс изучаются в 
общеобразовательной школе. 

При решении залач, преллигаемых ия пстутительных хонкурсных 
письменных экзаменах по математике, разрешается применение любых 
известных абитуриентам нестандартных методов. Поэтому настоящее 
учебное издание будет полезно, прежде всего, абитуриентам при подго- 
товке к поступлению в вуз. 

Знание нестандартных методов и приемов решения задач повышен- 
ной сложности способствует развитию у школьников и абитурнентов не- 
стандартного математического мышления, зто является необходимым ус- 
ловием для последующего успешного изучения высшей математики в ву- 
зах с углубленным изучением математики. 

Многие из приведенных в пособим задач предлагались в течение ряда 
ПОСЛЕДНИХ Лст на вступительных экимених по математике в Бслорусском 
тосударственном университете. 

Настоящее издание представляет собой неправленное и переработан- 
ное переизание учебного пособия антора «Математика ддя старшекласс- 
‘ников. Нестандартные методы решения залач» (Минск: Авереэа, 2003). 
Переработка коснулась объема пособия (добавлено более 40 новых задач), 
а также изменения методов решения части залач, привеленных в настоя 
шем пособии, 

Пособие пдресовано школьникам, абитуриентам, учителям математики: 
общеобразовательных школ, руководителям школьных математических 
кружков и преподавателям вузов, принимающим вступительные конкурс- 
ные экзамены по математике, 


РАЗДЕЛ 1 


Метод функциональной подстановки 


Метод функциональной подстановки является, пожалуй, самым рас- 
 пространенным методом решения сложных задач школьной математики. 
Суть метода состонт во введенки новой переменной у= /(=), примене- 
ние которой приводит к более простому выражению. Частным случьсм 
функинональной подстановки является тригонометрическая подстановка 
(см. раздел 2). 

Основная трудность решения задач мстодом функинональной под- 
становки заключается в том, что зачастую трудно угадать вид самой под- 
становки и вид уравнений (или неравенств), тде эту подстинозку можно 
‘использовать. В настоящем разделе предлагаются наиболее часто эстре- 
чающиеся уравнения и неравенства, которые эффективно решаются мето- 
дом функциональной подстановки. 


Задачи и решения 


[2] решить уравнение 


Уха 47-4 25421, 0.1) 


Решение. Введем новую переменную х?—д+2=у, тогда из (1.1} 


вытекает урависние ‚/у+3/у+5 = ФУНТ „где у20. 


Поскольку обе части данного уравнения нестрицательы, то после 
зозведения в квадрат обеих его частсй получаем равносильное уравнение 


У+2у? +5у+у+5=2у+17. Отсюда следует 
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у +57 =6, у: +5у-36=0нд=-9, у =4. 


Так как 2.0, то для нахождения корней уравнения (1.1) необходимо 


рассмотреть уравнение х*-х+2=4, корнями которого являются 
ил: =2. 


+ Ответ: м =-1, д, =2. 


(-2] Решить уравнение 


фана =14. (1.2) 


Решение. Обозначим /2х-5 = у (очевидно, что у20). Тогда /= 


2 
25-5 пли х=2 8 


таком случае 


ин? (1.2) получаем уравнение 


2-1, _ 
ОН ны 


[7+ +|5+3|=4. (1.3) 

Поскольку у20, то [у+Н=у+1, |+3[я 7+3. В этой связи урав- 

нение (1.3) принимает вид у+1+у+3=14. Отсюда получаем у=5, 
2х- 5. 


ня= 
$ Ответ: х =15. 

[53] Решить уравнение 

а +62 =5 +5). [) 


Решение, Нетрудно видеть, что х2 0 ипри этом х. =0 является кор- 
нем уравнения (1.4). 


Мотод фунециональной подетановки 7 


Пусть теперь х #0, тогда обе части уравнения (1.4) разлелим на 4х 
и получим 


т ре 
ео, 6.5) 
х) х 


Рассмотрим уравнения Е .2 
= 


р 
к 3, стула следует, что 


1 | 
Фо г =0, хо =, =— 
твет: х т 


[1.4] Решить уравнение 
12. |2 
2+1 =0 (1.6) 
т ух 


2 2 
Решение. Обозначим 1 =у. Так хак Вон 
х 


212 или 228. 
В таком случае уровнение (1.6) принимает вид 


12-1. |. (1.2) 
У у 


Так как у22\Д ‚ то обе части уравнения (1.7) могут принимать толь- 
ко неотрицательные значения, Поотому после возвеления в квадрат обеих 
частей уравнения получаем равносильные уравнения 
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Бели обе части уравнения разлелить на у, а лем обозначить 


[5] решить уравнение 
5425+3+ М =2425 +51 +3+3-16, (18) 


`Решение, Перепишем уравнение (1.8) в виде 
\2х+3+х+1=2.Д25+3)(2+1) +(2*+3)+(х+1)-20. (159) 


Положим, что Я х+3 =и и Мк =ъ, тогда из (1.9) получим урав- 


нение и фу = Змуни? +52 —20,гдеи>0 иу>0. 


Из уравнения и+у= учи? +5 —20 получаем квадратное уравне- 
ние относительно мт виде (+), -(и-5)-20=0. Отсюда следует, 
что изу = -4 иичу=5. Так как и >20 ну>0, то и+ 


Так как /х+9 ти н +1 


лучаем систему уравнений 


„тои? 2," =1. Следовательно, по- 


(1.10) 


Корними системы уравнений (1.10} являются м =3, и =2 ни; =, 
у; =-12 . Поскольку и? 0 ну>0, 10 и=3. 
Однако и = УЗ: +3 ‚ поэтому 3= 2х+3 наи х=3. 


$ Ответ: 


`Решить уравнение 


=40. (и) 
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Решение. Для прообразования левой части уравнения (1.1) восполь- 
зусмся очевидным равенством а?+Ь? =(а-5}! +206. Тогдя из уравне- 


ния (1 иужылекие 


(1.12) 


Если в уравнении (1.12) положить —— 


у, то получим уравнение 
=+9 


у? +18у-40=0, корни которого равны у, =-20 и у =2 Таким обра- 
го 2 

зом, необходимо риссмотреть два уравнения с =-20 и =, 

те 1 +20х+180-0 и х -2х-18=0. Первое уравнение действитель- 


ых корней не имеет, а из второго получаем х.з =1+ 19 . 


9. 


+ Ответ: х =1+ 19, х, 


[.7] Решить уравнение 


(1.13) 


Решение. Для преобразования левой части уравнения будем исполь- 
зовать равенство а? +5? = (а+5)} -2аЬ. В таком случвс уравнение (1.13) 


2 
почет ви [| + ]- 2 пли 
( 
м [о а) 
2-4 4 
В уравнения (1.14) положим, что 2 _=у, н получим квадратное 
- 


Уршвнение у?-у-2=0, корнями которого являются у, =-1 и у, =2. 


22 


Так как = у, то рассмотрим двз уравнения, 
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=-1, 357 =4 вли дз = 


(1.15) 


. Поскольку левая 


нение (1.15) можно переписать как 3у* +8 =10у илн 


37'-0у+8=0. 1.16) 


Квадратное уравнение (1.16) имеет двз положительных корня | = 


4 
и у =2. Ток как Ут <, то для получения корней уравнения (1.15) 
х 
вкобходимо рассмотреть совокупность двух уравнений относительно ие- 
4_4 х_4 
#2 


или х’-45-12-0 и 
зх 


ременной х, вида 


2 -6—12=0. 
Отсюда получаем четыре кория уравиения (1.15) вида 2. 


ж=3- Ги меч Т. 


$ Ответ: х,=-2, к, 


иж -3- 1, ж 3+. 


Метод функциональной подстановки 


` Примечание. Рассмотрнм несколько иной метод решения уравиення (1.15). 
Для этото обе части уравнения разлелим на 3 к получим 


а.) 


Как и ори решении уравнения (.П) 
азы =(а-6} +20 в уравнение (1.17) перепишем в виде: 


воспользуемся равенством 


(1.18) 


Если ввести новую переменную у= 


известное уравнение (1.16}, 


Решить уравнение 


х* 8241752 вх +150. 41.19) 


Решение, Нетрудно убедиться, что подбором найти корни уравие- 
ния (1-19) практически невозможно. Также очевидно, что хя0 (в про- 
тивном случае после подстановки х=0 в уравнение (1.19) получили бы 
противоречие). 

Так как хз 0, то обе части уравнения (1.19) разделим нах? и преоб- 
разуем сго к виду 


(еенеет оо. (120) 


* х) 


Положим, что. у, тотла 2+ 2 ния (1-20) получаем 
я 


7 


Хвзаратное уравнение у’ -$у+15=0, корвями которого являются У) 
из: 


Далее, рассмотрим два уравнения +1 зи хате 35+ 
х х 


41-0 22 -5х+1=0. Корнями первого из этих уравнений являются 


35 5+ 


ар автороо — хде 


12 


Раздел 1 `молюд фунииюнельной подстановки 13 
3+5 3-\5 5+1 5- Решение. Поскольку х+0, то числитель и знаменатель левой чести 
$ Ответ: х = „= .ж= мы 2 
2 2 2 2 уравнения (1.23) можно разлелить на 37 Тогда 


Примечание, Уравнения вила (1.19) называются симметрическими урав- 
нсниями четвертой степени. 


[.16] Решить уравнение 
25‘ +33 3? -35+2=0. (121) 


`Решение, Псрвоначально убедимся в том, что х=0 не является корнем 


исходного уравнения, а затем разделим обе частн уравнения (1.21) на х2 
и получим равносильное уравнение 


225) 


` = 


В о (1.22) 


|! 
Обозначим х--=у, тогла х + 


2+2 и из (1.22) получаем 
х 


кзадратное уравиение относительно переменной у вида 2? +3у11-0, 


корнями которого являются д т-Г и у: =-1. Далее, рассмотрим два 


случая. 
1 ы 
1. Бели хе лода 22 +х-2=О нд, = 
хе та Ред -2=Он ион 
2 ое т -лО наонЕ В, 
> 2 
+ Ответ: Я МТ .38. 


Примечание. Уравнения вида (1:21) называются возарагиыми урзанс- 
виями четвертой степени. 


[14] Решить уравнение 


+1 _ 41 
(7+1) 15° 


(1.23) 


(1.24) 


ув 


10 з 
ляются у = и =-5- 


Так ках уех+ 1, то согласно неравенству Коши (см. раздел 3), име- 
х 
вм ||>2. Поэтому при решении данного примера иеобхолямо рассмот- 


0 2 
реть только одо уравнение дат те 34? -105+3=0, корнями ко- 
:. 


торого являются м, =3 и ху 


1 
+ Отает: 3, % =. 


[1.12] Решить уравиение 
6-х -205412=0. (1.25) 
1 
`Решение. Если обе части уравнения (1.25) умножить на х+-. ‚то по- 
пучим симметрическое уравнение четвертой стелепи 
бою н+60. (126) 


Так как х=О не является корнем уравнения (1-26), то обе сго части: 


разделим на д? и получим 


2,1 191. 27 
6(: 5 2" (1.27) 


Положим х+ У -2 инз (1.27) следует урав- 


х 3 
нение 12)? +4у—65=0, корнями которого являются у = 3 и у: = 5. 
Рассмотрим два случая. 
1. Воли х+1 = 9, то 62 —135+6=0 я х аа, 
х 6 В 


2. Если лю 255542 =0иц=-2, щ=-1 

Уравнение третьей степени (1.25) может иметь не боле трех дей- 
ствительных корней. Поэтому хотя бы одио из найденных значений 
0. ху, ху является лишним. 


Тах как при значении х сомножитель х+- обрашастся в ноль, 


и - ивлется для ураънения (1.25) посторониим. 


Е 2 
$ Отшеть цы, = 


— 353 +242 —3х+1=0 {128} 


Решение. Первоначально убедимся, что х=0 не является корнем 
‘уравнения (1.28). Положим х*0 и разделим обе части уравяения (1.28) 
па д?. Тогда получим 


(ен 


© мА 


=0. (1.29) 


метод функциональной подстановки 15 


уравнение (1.29) принимает вид у`-Зу-3у? -2)+2у-3=0, 


и 


у+3-0 нли (1 —!)(у-3)-0. Отсюда получаем кори куби- 


ческого уравнения у: =1 я у, 


Таккак уд, то согласно неравенств Коши (см. ризлел 3) нме- 
х 


22. В этой связи необходимо риссмотреть толь- 
1 


т место неравенство 
3 или х?-3х+1=0. Кориями по- 


35 
следиего уравнения якляются ча РМ. 


ко одно уравнение, а именно х+ 


5 
а. 


2 


8 
2 


$ Ответ: 


Примечание. Уравнения вида (1.28) называются симметрическими урв- 
пениями пестой степени. 


[213] решить уравнение 


ой баб -2к- 


{1.30) 


`Решение. Тк как х+0 (в этом можно легко убелиться), то обе части. 
уравнения (1.30) можно разделить на <. Тогда. 


1) (2 1 1 
2-—-|-2| < +— -‹(:- +4= 
и х 


1 
Положим х-— = у, тогда 
я 


3 


: 
Ва (-#) +2=7 +2 


р =) 


(30 


№ уравнение (1.31) принимает вид у'+3у-2(7 +2)-6у+4=0 или 


25-35 = 


Корнями последиего уравнения являются у,=0, 
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`Мотод функциональной подотвновки 7 


У, =3 н 5 =-1. Рассмотрим три уравнения относительно переменной 


1 О 
вида х-—=0, х——=3 и х--=-1. Кориями уравнений д? 
т 


х 


д?+х-№=0 являются, 


соответственно, 


Примечание. Уравнения вида (1.30) называются возратными уравне- 
инямн шестой степени 


Решить уравнение 


77 +4 21574651 27 +44? _7х41-0. (1.32) 


Решение, Поскольку х=0 не является корием уривиения (1.32) 
(® этом легко убедиться), то обе части уравнения (1.32) можно разделять 
на д' и после этого получить равносильное уравнение 


-+4{. + 


' г) 
2 х+- 46=0. (13) 
х) 


Отсюда получасм д’+ 


(и - 2-65-42 


В этой связи уравнение (1.33) принимает вид 


= 


ся д=0 и №=1. Так как у=х+ 


й 
реть только одно уравнение г =7, которов имеет хории ж. = 


(и 


2)- 


(?-3>}+4(-2)-2л+6=0. 


Отсюда вытекзет уравнение у* -7' =0, корнями которого являют- 
1 


х 
(см. разлел 3) имеем уз -2 или у22 . Следователью, требуется расемот- 


1#35 


‚ то согласно неравенству Коши 


7+5 
$ Ответ АА = 
Примечание. Уравнения вида (1-32) называются симметрическими урав- 
нениямн восьмой стеени. 


7-36 


2 


[-16] Рылить уравнение 
(дин) +37 4й +245 =0 (1.34) 

`Решение. Перспншем урзанение (1.34) в виде 
(ака) чак акна) +20 =0. (135) 


Так как х=0 не является корнем уравнения (1.35), то разделим обе 
части уравнения (1.35) а х? и получим равносильное сму уравнение 


а ея ао. (36) 
ты я /] 

22 +4х+8 
Введем новую переменную у= = * из уравнения (1.36) по- 


лучим уравнение ›?+3у+2=0, корнями которого являются у, =-Ё и 


Рассмотрим два уравнения относительно переме Зы 
2 . СА 
Е Е ЗН ее 
т х 


корней не имест, а второе уравнение имеет два корня ху 


$ Ответ: м =-2, ,=-4. 


18 раздал 


Примечание. Уравиенне вида (1.35) называется одвородным ураавени 
второй степени. 


[-37] Решить уравнение 


(2 -65-9} =5(-&-5). (1.37 


Решение. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что х=0 
является корнем уравнения (1.37). 


Пусть х=0, тогда разделим обе части уравнения (1.37) на хин по- 
лучим 


(.-в- з} =х- 


›, тогла уравнение (1.38) принимает вид! 


(1.38) 


у? = у+2, откуда получаем у =-1 ну; 
9 


Так как х-6-^ 
х 


зи=-1, +, =2, то необходимо расемотреть 


дла уравиения 6-2 = 1 нх-6-2 =2. Перье уравнение имест корни 
х х 
_5=УЯ 
2 


ха а корнями второго уравнения являются хз =-[ и 4 =9. 
$ Ответ: де, и, же-Ь, в =9. 
[.18] Решить уравнение 

(=-В@-2)6-4)(«-8) =10:2. (1.39) 


Решение. Преобразуем левую часть уравнения (1.39) следующим ©б-| 
разом: 
(«-96-2)-4)&-8)-= 
=((=-1(=-8))(*-2) (+4) 
==’ -9х+8) (1? -6х+ 1). 
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Следовательно, уравнение (1.39) равносильно уравнению 
(2-98)? 648) 107. (1.40) 


Поскольку х=0 ие является корнем уравнния (1.40), то обе его час- 
таможно разделить ва х? . Тогда 


(еее) 
х х 


Пусть. х-9+8 у, тогда (у+3)=10 или у?+3у-Ю=0. Корня- 
х 


ми последнего уравнения являются у, =2 и 7. =-5. 
Рассмотрим дви уравнения относительно переменной х, 


тех 9+8 2 нх- 9+ = -5. Отоюа получием два квадратных урал 
х х 


нения <? -115+8=0 их? 4+8 = 


. Корвями первого уравнения явля- 


1+9 & 
потея до ТТ авторов уравнение корней ие имеет. 
$ Ответ: х 1+, ии, 


и НЫ 


[1:19] решить уравнение 
2х 13: 


м-в (1.41) 
2х -5х+3 2х +5+3 


Решение. Первоначально убедныся, что х=0 не является корнем 
‘Уравнения (1.41), Далее, положим х = 0 и разлелим на х числитель и зна- 
менатель обеих дробей левой части уравнения, Тогда получим уравнение 


2 13 
25-548 2+ 
х х 


(1.42) 


Введем новую переменную 2=+3 = у. Тогда из (1.42) следует урав- 
х 


нение 2, 


9-5 +1 


‚ которое равносильно квадратному уравнению 


Раздел 1 


137+И=0. Корнями последнего уравнения звляются у = 


ы 
| 


=1. 


Для нахождения корней уравнения (1.41) необходимо рассм 
з_и 


два уравнения 2+ 


з 
и 2=+-=1, которые можно переписать в 
8 2 х 


„лее удобном для решения внде, т.е. 4х’ -Их+6=0 и 247 —х+3= 


Кориями первого уравнения являются 31 =2 и = авторе равно 
корней пе имеет. 


+ Отвит: д) =2, >=. 


(.20] Решить уравнение 
ее 7-4 к 


‘Решение. Перспитием уравнение (1.43) и виле 


5-е =1- 5-95) [ 
Вели обозначить /х-29=и и 
(1.44) слепует система уравнений 


(1.4; 


у, то отсюда и из уравие) 


(4 
ый = 7 и. 


Из первого уравнения системы (1.45) получаем уравнени 
(ии) =-28. Бели прицять во внимонис второе уравн 
системы, то (м-у)(7 мину) = -28 или и-у=-4. 


Следовательно, имеет место у=и+4. Подставим выражение у=и+- 4] 
во второе уравнение системы (1.45) и получим. 


и + (+4 =7-иби+2). 
тов, м +443 =0ищ=-3, м. =-1. 
Так как 729 =и нц 


‘уравнения относительно переменной х,т.е. Ух 
Отсюда нетрудио получить х =2 и х, 28. 


Мотод функциональной подствновки, 2! 


$ Ответ: м =2, =28. 


[220 ашнтьуравненне 
Ун-—6=2. 


Решение. Введем новые переменные и н у следующим образом: 
и -ии {2:6 =». В таком случае уравнение (1.46) принимает зд 
шлу=2, гл и>0. Так как и’ -х+Ен У =2х-6, то д -2ы? =-8. 
Слеловательно, имеем систему уравнений 

[и-у=2, 


аж, 


(1.46) 


$1.47) 


тдеи20. 

Из первого уравнения системы (1.47) следует и=у+2 . Тогда из вто- 
рого уравнения получаем кубическое уравнение относительно перемен- 
ной ь вида э* 2% -Ву= 0, корнями которого являются у, =0, у; =-2 
нуу =4. Так как ижу+2 ‚10 м =2, м: =0 и ш; =6, т.е. требуемое не- 


равенство и2О выполияется. Поскольку Учи, 10 д= 


н 
23, же 15-1, = -1=35, 
$ Ответ: х.=3, х»=-1, в=35. 
Решить уравнение 
з4-«)ут+ Е: ы 48) 
+ 


`Решение. Введем новые переменные {34-х=и и /х+1 = у. тогла 


Ри 
по урависвия (1.48) нмсом их 


Так как из УЗ4Щх и у=Ух+Т, то +" =35. Известно, что 
(инь вый ему (и). Отсюда © учетом, что и’ +’ =35 н 


=30 иди му-(и+т)=30. 


и. (и +1) 30, получаем (изу) и’ +9 +3 (и+ь)=35+3.30=125, 
1.6, изу=ж5 


РР 
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Поскольку иу-(и+у)=30 и изу- 5, то шу=6. Кориями сист 


и+ 


являются м =2,% 


вы; =3, 3» =2. Очев 
иу=б 


что здесь неравенство 2 * у выполняется. 
Так как /34-х=и ищ=2, м, =3, о 4-1=2 н 84 


Отсюда получаем ду = 26 и х, =7. 


уравнений | 


$ Ответ: у =36, х,=1. 


[.23}] Решить уравнение 


4+ уха „Ее 


ЕАН. й 1, 
2 о 


Решение, Областью лопустимых значений переменной д в урав 
нии (1.49) являются х24. 


Пусть у=Уг-4+УЕЬА, тогла 
яме (1.49) принимает вид у-у? 12 или ›-у-12-0, Отеюда получа: 
см -4 ну, =-3. Так как у= /х-4+ ЗА, то у>Они=4. 

"Следовательно, нмсем уравнение /х-4 + /2+4 =4. После возвеле- 


)-* э(ву? +16) = 448, 


з 5; 
25427-16 и уравне. 3% +169? -448=0. (1.52) 


Единственным корнем уравеения (1-52) является у; — 4, Так как уму, 


52-16 8-х. Отсюда следует, что х<8 . Так как. х>4, то корни урав- 
нения (1-49) лежат на отрезке 45 х<8 


Возледем в квадрат обе части уравнения 2 16 
ураниецие д? —16 =(8— +}! Отоюля следует 16х=80 или д =5, 


Решить уравиение 


+ ДШИ 2544, (.53) 


$ Отивт: и -5. Решение, Областью допустимых значений переменной х в уравне- 
ЕТУ ‘нии (1.53) ивляются 05х52 
ешить уравнение 
ыы а з% Перепишем уравнение (1.53) в виде {4— 44: +4 или 
64| == =) = 63. (150 
\ я х+2} 


44-х =(->). (1.54) 
неа Пусть МЕ = у, тогда 05 95-4 и после возвелекия в квадрат обенх 


‘Решение. Обозначим 4. ин ттону, тогла уравнение (1.50) 


д+ 


не 
частей уравнения (1.54) получаем 4—5* = (у-2)' или (у-2)' +" =4 
принимает вид 
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-# 
Васы овую пероыбикую 2-Я 1, Толя уравнение 


(>-2) + =4 принимает вид (2-1)*+(2+1)*=4, Отсюда следуст 


биквадратное уравнение 2“+6. 
2 = 0-3 или 3; ==. 

Так как 0<у<\/2 иг=у-1, то —15 25 У? 1, Поэтому необходи» 
мо убедиться в том, что найденные значения 2; и 2: удовлетворяют ус- 
ловню -15=5 2-1 

Покажем, что /ЛО-3 < \/2 -1. Для этого воззелем в квалрат обе 
части требуемого неравеиства. Тогла ЛЮ-3<3-24, 1056-21, 
10<36-24/2+8. 1242 <11 или 288<289. Таким образом, получили 
очевидное неравсяство. Следовательно, 2 < 2-1. 


0, корнями которого являются 


Теперь убецимся в том, что 2; >-1. Неравенство —//0-3>-1 


равносильно перавепствам УЛ -3 <1, 0-31 или 0 54, Послед- 
нее неравсяство очевидо. 


Поскольку у=2+1 и ха, то у) = 6-3 и ха = 


=/0-2=2/ 10-3. 
+ Отает: х = 16 _2+2{ 10-3, х, =/0-2_2/40-3. 


Решить уравяение 
2 +х+645+2 =18, (1.58) 


Решение, Пусть {5+2 = у, тогда у>20 их-у* -2. В таком случае 


ураввение {1,55} принимает вид. (-2) (7 -)+6>-в. 


Отсюда получем у“-3у?+6у-16=0, (5*-16}-З(у-2)=0. 
(7 +4) 6+2 6-2)-37(5-2)--0 вая 
(ау чуча) (1.56) 


Поскольку у20, то у'+2у’+у48>0, В этой связи из уравне- 
Так как \/х ‚то УЕ+2 =2 или м = 


них (1-56) следует, что У, 


+ Ответ: у =2. 


Примечание. Уравнение (1.55) можно решить другим способом, используя 
‘дя этого свойстви монотойности аналитических функций (см. разлел 4), 


Поскольку #422 0,то х>-2. 
Пусть 25х50. Тотаа ?<4, х<0, 6/42 56 и 
ХЕ 5446412 <18, 
уравнение (1.55) на отрезке -2 < х50 корней не имет. 
Пусть теперь х>0- Рассмотрим функнию (= +х+6 +2. 


Очевидно, что на положительной числовой полуоси ОХ’ функшия у= /(х) 


звляется непрерывной и зозрастюкей, Следовательно, уравнение (+) =18 
не можег иметь более одного положительного хория, 

`Непосрелстяенным полбором находим сдинстенный положительный 
корень уравнения (1,55) ваз м =2 


Решить уравнение 


(8х+7} (4+3) (+1) (1.57) 


Решение, Если обе частн уравяения (1.57) умножить на 16, то полу- 
чим (85+7}" (8х+6)(8х+=8)-72. 
Положим, что 8х+7 = у. Тогда приведенное выше уравнение при- 


нимает вид у? (у-1)(+1)=72 или у‘-у’-72=0. Отсюда получаем 


9 или и =3, 
Так ках 8547 у ну =3, у =-3, 10 и +7=3, 8х.+7=-3 или 
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Решить уравнение 


еее нана) 57 (1.5% 


‚мото функциональной подстановки 27 


а 
и? иш=0, и, ==. 


5 
является посторонним корнем, поскольку при этом 


—1< 0, аэто противоречит определению переменной у. 


зо второе уравнение системы (1.61), то (2и 1) 


Решение. Непосредственной подстановкой х=0 в уравнение (1.5 
устанавливаем, что х= 0 не является его корнем. 


4 16 
"Пусть теперь х = 0. Тогда обе части уравнения (1.58) разделим на х так как = У НиТ 4 = 


и получим уравяение 
( 2 
вн) (ле 
‘ х 


Введем новую переменную +2 = у,толаувисние (59) пряним 


1 
[о $ Отает: = 5х. 


[538] решить уравнение 


ЕЕ: 
вид(у+1)(у+2)=2 ник 1 +3у=0. Отсюда получем и =0 и у =-3 ин 2 2.52) 
Рассмотрим два ураввения относительно переменной х. за 
2 НЕ м 
Если х+—=0, то д? +2-0 нуравнение корней не имеет. Решение. Введем новую переменную 25417, то 5 
х 


5—1 вели притом ее обозначить 
2 


5-х 


Боли +2 = Зо зна Онд =, = рт" 


. 
‚ то уравнение (1.62) можно переписать как 2? —2 


$ Ответ: м =-1, х.= 


8 рен ур океаны ЗА 9: би 
(1.60 ии -4=0, (1.53) 


тде и>0. 


Положительным корнем уравнения (1.63) является м = 2 . Так как 


Ре 
ж= У, то из уравнения (1.60) получнем систему из трех уравнений 


относительно переменных и.у.ю’ следующим вида: 2=Ювзи, у 


я=5ия=2, 


и+и=1, 


+ Ответ: 


Примечание. Существует более простое решение уравиения (1 62}. Для этого 


З=- Зл 
ы , Вели при этом обозначить 
И Зы 


тлеи 20, у>0и +20. 
Из первого и третьего уравнений системы (1.61) следует (1-м)' = 


1-у к уравнение (1.62) примет вид 2-2" 7 =1. Отсюда легко 


и? -у или у= 2-1. Вели полученное выражение у= 2и—1 по) Получить 27 =2 или у =1. 
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Зи -1 1 
Пек = ато 914 -2 
ТУ ет =] их 


[31] Решить уравиение 
47 —10.27 +224 50, (1.6%) 


Решение, Поскольку 2°" > 0, то разлелим обе части уравнения (1.64) 
на 22° и получим равносильное уравнение 


27% 10.209 416 =0. 6.65) 


2 
Бели положить 2* ^№* = у, то уравнение (1.65) принимает вид квад- 
рагиюго уравнения у? —10у+16 = 0, которое имест положительные корни 
и -2 ну, =8. 
Так как 2-2 = у, то необходимо рассмотреть два уравнения отно- 


сительно переменной х вида х’-2х-1=0и х?-2х-3=0, решая кото- 
рые получаем четыре корня исходного уравнения (1.64). в именно 
жа = д =-Г их, 3. 


$ Ответ: м =1+2, х 


Фа 


[532] Решить уравнение 
Нови (2+1) = 1+ юв т (2=' +2). (1.66) 
Решение. Из уравнения (1.66) следует, что х>0 их#! . Преобразуем 
левую и правую части уравнения следукипим образом: 


Е 
2х+1)=3- - 
пацан) Зов, 


в дат (25 +} = нов дот (2+) ад = 


= 3+3 ое дих = + бов, ле 
Таким образом, уравнение (1.66) принимаст вид 


=3+6- ЮВ ах, (1.67) 
олнах 


Мото функциональной подстановки 2 


Введем новую пероменную Ю8,их= у’, тогля из уравнения (1.67) 


следует -=3+6у или 2)+у-1=0. Корнями квадратного уравнения 
у 


1 


звлиотся у =-1 и, 


‚ то требуется рассмотреть два 


авнения х— ‚хе \х+Т или 2х2 4х-1=0, д2-2х-1=0. 
УР 


2х1 
Решая приведенные выше уравнения и отбирая при этом только по- 


ложительные корни, получаем ху = их, =1+. 


[238] лаокть ураанение 
ювл(х+к-2)= юв, (5х-6+5]=-2)). (1.68) 


Решение. Из условия следует, что областью определения переменной 
х вуравнению (1.68) являются х>0 ихч!. 


Пусть у-х+|-2]. Тогда уравнение (1.68) принимает вид Е у= 
- 8, (57-6) или 06, у? =1юв, (59-6), где »> 8. Отсюда получаем 


хивдратное уравнение у’ -5у+6=0, корнями которого являются у =2 


Так как у=х+|х-2|, то рассмотрим совокупность двух уравнений 


ж+|х-2 


0.69) 
4-2 =3. 
Пусть 0<х<1 или 1<х<2, тогла [-2=-х+2 и из первого 


Уравнения совокупности (1.69) получаем очевидное тождество 2= 
Те 0<х<1и1<х<2 являются корнями урзанения (1.68). 


Пусть х22, тогда |х-2|= х-2 н из совокупности уравиекий (1.69) 


8 
подущем хчх-2=2 их+х-2=Зте н-2 ищет. 
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Метод фуниаюнальной подствновки Е 


Следовательно, корнями уравнения (1.68) являются произвольные энз- 


5 
чения х из интервалов О<х<| и! <х<2 , атакже х› = 


+ Ответ: 0<х<1,1<252,=5. 


Рожи уриенение 
этх+ п хзышх. вах 3. (1.70) 


Решение. Выполним замену переменных, пусть зтл-и и 


У2-мш? х=ъ. Так как —15и51 и у>1, то и+у> 0. Кроме того, имеем. 


А, 
и -2. 
В таком случае из уравнения (1.70) получаем систему уравнений 
ии» 3, 
(1.76 
му . 
Если положить изу и му=з, то система ураименый (171) приз 
и+8=3, 
‘нимаст вид |, Поскальку и+у20, то 20. Отсюда получаем 
25-2. 
#=2н . Следовательно, имеет место и+у=2, ни=Г им 
Поскольку и=зтх и ш=1, то их= 42, тде # — 
целое число. 
$ Ответ: х == +2л 8 ‚где & — пелое число, 


` Примечание. При решкнин уравнения (1.70) можно выполнить более слож- 


ную замену переменных 5пх+ 3/2 —5?х = у. Так как 
ом? ьатх +242 вх, 
ло зшх- 2-х = 


и уравнение (1.70) принимаст вкл 


; 
УР-3 ив у +2у--в=0, где 0<у<2. 


Подхолящим корнем данного уравиения является У} =2 
Рассмотрим уравнение зтх +В них =2. Отоюда нетрудно полу- 


Ё 
чать але ти де +2 те — це число, 


35] решить уравнение 


пох хол +ае'х 6. 1.72) 


Я , 
Решение. Пусть щх+ирх-у, тогда 1’хчеф' ту -2, Ш х+ 
сах = у* —Зу уравнение (1.72) принимает вид кубического уравнения 
и ее 2 За: 
относительно переменной у, т.е. у’+у’-2у-8=0, Так как учу 


2)" +3у+4) я) 


3у+4>0, то у-2=0 наи у =2. 


1 _= 
Так ках ‘вене? ян ция, то т и в няй. тие 


& — шелое число. 


$ Ответ; м = пь где # — пелое число. 


1.36] Решить уравнение 


3 за ; 2 
35 зы (+0 @73) 
эп зав (5+6) 


Решение, Пусть = у, тогла х=2у и уравнение (1-73) примет вил 


2 
ЗапЗу = Зып (2у+60 Если положить 7+30` = 2, то отсюда получим 


последовательность равносильных уравнений 
25 (82-9) =Ззт 02, -260532 =35 22, 
Зи 22+2608 32 =0, 381 1:6082+60832=0, 
Зап 2-с0824+4с08' 2-36052=0, 


0, оз. (45? 2-е 2-1) =0. 


сов (3 2+4с08й 2 
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Отслоди слодует, что необходимо рассмотреть два уравнения. 
1, Вели соз2 =0,то 2, =90° +180°я,где и — целое число. 


2. Бели 480? 2-35 2—1=0, то зах =1 и зп Так как из ус- 


з 
ловия с0з 5=0 следует зтг=+1 (в случай со; 2 =0 был расемот- 


г 


-1] 


Поскольку у=2-30’ нх=2у, то 


рен вылие), то 2 исп +10 „тлей — ео чжсяв. 


д =6" +180ти, = (1) зву 30 +10, 


207 +360°п, г; =(-1)*" 2агсз т 


60° +360°# . 


$ Ответ: м =120°+360°и, аа =(" зы +30, где 


п,& — целые числа. 


Решить неравенство 
х+8(3-Ух+8) < ы (1.74) 
2+0 


`Решение, Из неравенства (1.74) спедуст, что х>-8. 
Введем новую переменную /т+8 = у. Тогда 


+8 (3 утв) ев вуч6- (4). 


Так как Ух+8 = у. то х+8= 91, х+16= 92 +8 н веравеяство (1.74) 
принимает вид 


-4< +8 (1.75) 
2—0 
Поскольку |у-4|20, то из неравенства (1.75) следует, что 
2 
2 Жо, 2у-10>0 или у>5. В таком случае |у-4| = у--4 и нера- 
5 


веиство (1.75) принимаст вид 
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(1.76) 


Евли у>5, то 2у-10>0 и из неравенств (1.76) получаем: (;—4)х 
* (25-10) <у?+8 илн у’-18у+32 <0, решением которого являются 
2<у<16. Однако у> 5, тогда 5<у<16. 


Однако у= Ух+8 , тогда хя у? 8 и 17 << 248. 


$ Ответ: |7 < х< 248 


[.38] Репиить неравенство 


ит 


Решение, Областью допустимых значений переменной х в перавен- 


й 
тво (1:77) являются хз, Обозначим |= лы м =н-.. Поскольку 


Ха то20 ну>0. 


В этой связи из неравенства (1.77) следует 


шина 1.78) 


Поскольку и+у20, то можно возвести в квадрат обе части нера- 
зеиства (1.78) и при этом получить равносильное неравенство 
2 < 2? +25? пли (и-у)'>0. Последнее неравенство верно 
всегда, кроме случая, когда изу. 


Пусть ину, т.е, И Е 


57-14549 =0 или х= 7420. 


и? Е Змучу 


Отсюда получаем неравенство 


Так как == и 7-6>. то решением неравенства (1.77) явля- 


Ются < 7-20. 7-26 <х<7+2/0 и д>7+2\/0. 


+ Ответ: 1х< 7-20, 7-20 <х<7+2\0 и х>7+20. 
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[3$] решнть неравенство 
$ Ответ: акк В, в <2. 


{1.79} 


Решение. Первоначально числитель и знаменатель дроби в левой час- 
^* 


тя неравенства (1.79) разделим на 2”, Затем обозначим Е =у и пере- 


пишем неравенство (1.79) в виде Е 1+1, Отсюда следует, что, 


у>1н 


50 (1.80) 


26—) 
Решая неравенство (1.30) © учетом того, что у>1, получаем 


су. Позкову »-) <) 5 ни о<х 31. 
$ Ответ: 9<х51 


Решить неравенство 
зона" «юн. (1.81) 


Решение. Обозначим |5 х 
етвид 


=. Тогда неравенство (1.81) принима- 


4+7>3>-3, (1.82) 
тде 2-7. 
Представим неравенство (182) в виде \+7>3(+7)-24. Если 


24, тде 220. 


обозначить УТ ==. то нывем неравенство 2>32* 
Репением неравенства 32° -2-24<0 при условии, что 220, явля- 


ются 052 <3. Таккак [у =2 и 2<3,то +7 <3 или у<2. 


Итак, имеем —7<у<2. Поскольку юз х' =у, то 7 < ювь д? <2 
или 5? < 4. Отоюда следует Я; <2 
128 16 


1.31] Решить систему уравнений 


дн : (1.83) 
Диз) =2(к+у) 


Решение. Нетрудно видеть, что м =0, х\ =0- корни системы (1-83). 
Положим, что хеб и ›#0. Тогда для поиска других корней системы 


уравнений (1.82) перемножим левые и правые части обоих уравнений дан- 
ной системы, Тогда получим уравнение 


За(х-25)=2(5-5) +5}, 
которое равносильно уравнению 
2-2 у+4ху 2} =0. 1.84) 
Так какух0, а уравиение (1.84) являстся однородным уравнением 
"третьей степени, то разделим на У обе части уравнения (1.84), а затем 


х 
обозначим 2 =х. 


ра 
Тогда получим 22-2 +42-2=0 ван (22-1)(:* +2) =0. Так как 


+2>0, 10 2:-1=0 или я = 


. Подставим у=2х в первое 


—2х нии х(2х+1)=0. Од- 


<1.85) 
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Решение, Негосредственной полстановкой в уравнения свстемы (1.85) 
нетрудно убодиться, что х #0 ну=0. Далее, умножим второе уравнение 


на 2 и вычтем его из первого уравнения, тогда х?+уу-2у? — 
—2=\ у =0. Так как ху+0, то разелим полученное уравнелие на ху. 


Тогда получаем: 
а 
АГ. 


Пусть Е = =, тогда из (1.86) получном уравнение четвертой стелени 


{1.86) 


относительно 2 вида 


зы 


-22+:-2=0, которое равносильно уразненню 


. Поскольку Е 2 их=0, то =>0. В этой связи 
у 


я Я 
Следовательно, имеем |“ =2 и х=4у, Затем подставим вырижение 
у 


х=4у во второе уравнение системы (1.85), тогда у? +4у\/4у? =36 или 
+8 Е 36. (1.87) 
Еспи у>0, то из (1.87} получаем 99? 


в ии=2. Вели у<0, 10 


|>Е-у нуравненке (1.87) принимает вид уравнения -7у? =36, которое: 
пе имеет корней, 
Поскольку х=4у я > 


2,то х=8. Подстановкой найденных зяа- 
чений х н у вуравнения системы (1.85) убеждаемся в том, что м =8 и 
2 =2 являются ее корнями, 


$ Ответ: к -В, м -2 


Примечание. Равенство х=4у при решении системы уравнений (145) 
можно получить проше. Для этого данную систему необхолимо представить 


Ее + ф-т, 
а атом 
Ук += 36, 


пари В дну 


выде уравнение системы разделить 


п 
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[23] решить систему уравиений 


РСЯ 
16-57 +у-35 =5. 


Решение. Выполним замену переменных по следуюлиему правилу: 
Д-и, фу-зк- н ф-бу=н. Тогда му системы уравнений 
(188) сиедуст ну ин $-у, где м2 О.уз0 и 20. 


(1.88) 


Зк-5у+3х-5+5у=-4 ии=у+1, м=5-У, 
то получаем (41) 5? (5-5 =-4, й -12%+20-О ни =2, ъ; =10. 
Если и =2, 10 щ 3 и ж =3. Отеюда получаем систему уревнений 
р-ы>9, 
[55-3=4, 
новкой убежласмся, что найденная пара значений хи у удовлетворяет 


системе уравнений (1.88). 
Если ъ; =10, то м = и №, =-5. 
корней нет. 


Так как и? м7 


8 
корнями которой являются д=-5 и м 


Гак как 10, <0, т в этом случае 


4 
‚=-= 


$ Ответ: х, ;- 


[33] решить систему уравнений 
| и ; 


2х+у=1. 


(1.39) 


р 
Решение. Обозначим {Е+2у =и н фи-у+2 =. Тогда му = 
= х-2у+д-у+2=2х+ 94259 в систему уризненнй (1.89) можно пе- 


`реписать в виде 


(1.20) 


Кориями системы уравяений (1.0) якляются и =1, и =2 и м; =2, 
=1. 
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Так как {+2 -и нш м, =2, то х+2у=1 и х+2у-8. Боли 
принять во внимание второе уравнение системы (1-89), то получаем лве 
системы ураашений относительно переменных х.у вида 


[х+2у х+2у=8, 
х+у=т, [25+р=7 


Первая из двух систем имеет хорни х = 


5 ы 
5, а из второй 


системы получаем хз =2, у, =3. 


$ Ответ: х = 1522, 


[28] Решить систему уравпений 


+2, 
[Е --т фу (191) 
| УР» == 


`Решение. Очевидно, что х#0 и у=О. Причем значения перемся- 
ных х,у имеют одинаковые знаки. В левой части второго уравнения сис- 


темы (1.91) вынесем за скобки: у = У, тогда 


[45-Е 


По нова перевиные [2 


(1.92) 


и ХУ = У. Тогда систему урав- 


У 
нений (1.92) можно переписать ках 


(1.93) 


где и>0иу>0 


'Возведем в квалрат второе уравнение системы (1.93) м воспользуемся 
первым уравнением, тогда 
1 
в, (2-5) 
я 


7 


я-а ши ай к-во. 
и 


Так как у>0, то полхолящим хорнем уравнения 49? +у—18=0 яв- 
ляется . Всан найленное значение > подставить во второе уравнс- 


Е 
петь нони 


уравнений 


| 4-2. 


з=2 


Отгюда получем относительно простые системы уравнений относи- 


тельно переменных х и у вида 


рт 


ху=а | ху=4 


Нетрудно установить, что корням системы уравнений (1.91) являются 
= 4: 4; 5 =-4, ж=-Лищ=4, и =|. 


=: ж=-4 = щ=4, а =1. 


2+2 -луг-21=0, (1.94) 


40 


Решение. Если сложить уравнения системы (1.94), то Х' +’ +2" = 
=Злуг +13. Вели затем из полученного уравнения вычесть последова- 


тельно третье, второе и первсе уравнения системы (1.94), то получим р 
посильную систему уразнений 


(195 


Перомножим соответственно левые и правые части уравнений сист 
мы (1.95) и при этом обозначим дуг=и, Тогда получим уравиен 


Е: 


{и+5)(#-4)(и+12) или 1Зы? -8и-240=0. Корнями квадратног 


50 
уравнения являются м =-4 и м) 


3 
—4 и из системы уравнений (1.95) п 


сли и} =-4.т0 мил 


ме =Ь я =4-4 


8,2 =-4+12 =8 нид =1. и =-2, д=2 
60 50 м 
оли и, = Ту то лаз: =, НИЗ системы уравивний (1.95) следу 


5 2 6 
Ра ? 


$ Отеет: х = 


ре. ©, 
22; ву, 


РАЗДЕЛ 2 


Метод тригонометрической 
подстановки 


К числу нестандартных методов решения алгебраических уравнений 
относится метод, основанный на применении тригонометрической под- 
становки, Использование такого метола целесообразно в том случае, ко- 
эда искомые уравнения напоминают известные тригонометрические фор- 
мулы. Это относится преимущественно к уравнениям (системам уравие- 
ний), решение которых обычными приемами весьма затруднительно, и 
которые поело вподения тригопомстрических подегановок сводятся к нс- 
сложным тригономегрическим уравнениям, Суть тригономстрической 
полстановки состоит в замене неизвестной переменной х тригонометри- 
ческой функцией, например, х= созо или х= 150, а также в замеш: х 
некоторой функцией, зависяшей от зто, созао или 14. 

Полученные корни тритонометрических уравнений позволяют зчахо- 
дить корни исходных уравнений, как э тригонометрической, так и в ал- 
тебраической форме. Слелует особо отметить, что тригонометричисские 
уравнения имеют, как правило, бесконечное число корней, а исходные эл. 
т:браические уравнения — конечное их число. 


Задачи и решения 


РЫ] Решить уравнение 


и 


(> - ее) 


Решение, Так как областью допустимых значений переме ниой х в 
Уавиении (2.1) являются —15х 51, то можно сделать замену х= 054, 
те Ол . В таком случае уравнение (2.1) принимиет вид 
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‘созао+ [тар |= (2 с0%? 1). (22) 
Поскольку 0509 < ‚то 520 и | па |- мал. В этой связи из (2.2) 
получаем 
созо+5то = 50520, 
сов + тео = УР (сова + эта) (созФ-$то), 


(созо+ята)(Усозе- Уыпо-1)=0. 


ы я 
Пусть содер + зе = 0, тогда во = н ф=-ч+ия, где — 


Е 
„ое число. Однако 0525 . поэтому в ->. 
Пусть У совд- О зт-1=0, тогда. 
ФВ 
2-е 
2 2 Е 2 


ь = (аня яя 
Я „(пня = (ль, 
Отсюда следует @ (-\) ты ня ® = (-!) $ 
где — цвлоо число. Так как Озозя „то и: =>. 
п сана. ай ВЫ 
осжольку ово, то 5 ом? = ито, 
Фа 3.68 
ответ п, И. 


[:2] решить уравнение 
8 (2х? 1) (в вх? +1 


(23) 


причем’ требуются найти только такие корпи, которые лежат на интер- 
вале (0; 1). 


Реигение. Так как 0<х<|, то можно положить х=с0$, где 


0<@< 5. . В таком случае уравнение (2.3) можно преобразовать следую-| 


шим обра зом: 
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8094)(26057 в 1) (8о8* «веб? +1} =1, 


Зсоволсоз20(-8603* ов? 0+1] 


Зсовелсоя?0)[1- 250? 20 


8050 - ©0324 +084 =1. 24) 
"Далее, умножим обе части уравнения (2.4) на зто (это можно сде- 
пать, так как 0<0< ы ) н получим равносильные уравнения 
Я5тоо- 0502 -с0520 -со54а = ВМО, 
4120 -соз 207 503 40 = т, 
25046 -с0з40) = эт, зто = зто 


Если зло = о, то 8 = (-1)" @+лп, гле п — пелое число. Рас- 
смотрим два случая. 


1. Бели изо ло Бо ч+аж или о-ВяХ, те К — цеме число, 


Поскольку о<о<т то Кио, ==. 
2 Века 36 банан (Е ня оке РЕ р 


иелое число, Так как о<а<т. то &=0, 


 Спедовательно, урввнение (2.3) имеет лишь три корня, которые лежат 


2 х л_1 
на интервале (0;1) „в именио х = со, д; = 05%. н ху нов = т. 
птервало (0;1) Е 
+ Ответ: м = сов". х =соз”., х 
7 ай 
8:3] решить уравнение 
8 -6х-1=0. 2.5) 


Решение, Поскольку х=0 не является корнем уравнения (2.5), то 
разделим обе его частн на 2х. Тогда 


4+3 (2.5) 


Если х<_| или х>1. то левая часть уравнения (2.6) будет больше 4, 
а правая его часть — меньше 4. Следовательно, корни уравнения (2.5) на- 
холятся на отрезке —15х51. 

Пусть х= 03, где 0 за з я . Тогда уравнение (2.5) принимает вид три- 


гономстрического уравяения 8608` 2 -6с05@-— 


9, 405’ д-Зсоз@ 1 


1 
или с05 3 


В 


Корнямн уравнения созЗо) = > являются «= (бя+1. где м — ие 


2 р] 


к 5я 7я 
ое число. Так как Осо<я, то м =, @. = и 0-9. Однако 


= 57 
х= 084, ПОЭТОМУ Х =603 <, Х› 5037, д, = 608. 


я 5 
$ Отит: и жк. зу со 


[.4] резшить уравнение 


2 (27) 
2? +1 

Решение. Произведем тригонометрическую замену х= шо», где 

. В таком случае 1-1 

2 сова 

сов > 0 ) и ураянение (2.7) принимает вид тригонометрического уравне- 


я 
(так как — <<”, 19. 
ь 2 Я 


ния 


5 
— Ша =—с050. 
ско "а 


3020}, 5? о _25то-3-= 


+ отит ц=-1 
ЕЕ геаить урванение 


24) 


х>0, 


И 


или х>1. Выполним замену 


1-8 о<е<т. В таком случае левая часть уравневия (2.5) при- 


это 
вимаст вид 


1 


Уп сова” 


1 
1 зто 
упо 1 


аиз уравнения (2.8) вытекает тригонометрическое уризнение зида 


12-(5т+с056) = 3591 -с084) (2.9) 


Сделнем еше одну замену переменных, пусть ==510+с054 , тогда 
2 


Зро-соо РЕ н из (2.9) получаем квадратное уравнсние относи- 


тельно переменной ‚т.е. 35=* —24=—35 =0, корнями которого являют. 


я 
Тнь--5. Так как гемшочемо и О<о<т, то >0 и 
5 т 


зонеонь = . С учетом того, что зрсоза 
систему тритонометрических уравнений 


[ зоочсоко= 


2.10) 


‚сова = 12 
это в. 
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Из уравнений системы (2.10) составим квадратное уравиенкс относ 


тельно по вида 2557 0-35 10412=0 н получаем мл 


$ Ответ: д =, л,=5. 
"я 


2.6] Решить уравнение 


П- д? =44? 3х. (2. 
Решение. Областью лопустимых значений уравнения (2.11) явл 

—15 151. В этой связи можно воспользоваться тригономстрической пода 

становкой х=созе, пе 0<о<я. Тогла из уравнения (2.11) следу 


М-соз? % =4с03’ ф-Зсозе или [то = созЗа. Поскольку 0565 я. 
созЗе. 


то зто > 0 ин зто 
=, Ото м 


я 


`Уравиение равносильно уравнению ©0534 =в[ 


таль я — цетое число. 


„Таккак 05 @5л ‚то вт 


но, 
# х 
2. Би Зо=-тфо+2яи, то --дхн. Одно Охо<л, п 


З= 

этому в - 7. 

Поскольку х= 054, то уравнение (2.11) имест три корня, значения: 
которых вычисляются по следующим формулам: 


х =соз воз Я = (==) т. 
са аа 


м.) - 
И 


2.12) 


Е] решить уравнение 
дез -аий я, 


н следуст, что 15х51. Положим 


Решение. Из условия задач 
х= соки ,тде 030 $ я , Тогда уравнение (2.12) принимают вид 


Док елой о-1+2ови сов? или 
2.13) 


чае зоо о- зона №4 


л. 


зо] п в Киа = 0 .В таком случае из 
2 


Таккак Озо<х то 


® 
оо Е 
уравнения (2.13) получаем Узи = ооъаочяп а ‘или 5 


Е 
= 2 51| 20+ |. 
(0-1) 


=) я _ (1. ли, пе" — 
Поскольку кв 20+. =( лу те 


4) 
‘дело число, Рассмотрим два случая 


1. Бля и=2Е, то 20+ ФежЕ лк = 


пое число, Поскольку О<езя, то среди @= 


уравиения (2,13) кет, 
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2. Бели ие 24 +1, то почт = он т, Пусть мо+сова=0, тогда шо= 
целое число, С учетом того, что 05 ф5я , отсюда получаем корен я 3х я 
а: ат к чоо эко = 


уравнения (2.13) вида 2, 5 . 
Следовательно, единственным корнем уравневия (2.12) является 
Зя ° 
№ =508— = 60554°. 
ы 10 
Отнет можно оставить в тригономстрической форме, а можно выра- 
зить в радикалах. Однако для этого исобходимо показать, что $118? ы 


4-28 о — 0+2 о, 0-28 
4 › 60518” = 4 и $1 36° = 4 


0-25 


= 50 36° = 


4 


$ Ответ: к = 0-26 


4 


[.я] Решить уравнение 


(2.14) 


Решение, Поскольку д <1, то положим х- сое, где ОЗи<л, 


Тогда зил? 0 и уравнение (2.14) принимает вид. 
рез сон @.15) 
илн 
Бшчесовод = У (М? о сов? о. 216) 


Левая часть уравнения {2.15) неотрипательна, поэтому имеем 


2 
2005’ 0>0 и вто. Так как при этом 05л, то тек м 


и по +сока = п+сово. Следовтельно, из (2.16) получаем 


(пор сов) (1- Оз + соке] 0. 


Тогда ху = 08540 =] 


Пусть 1- У 91+ 2 соз =0,т.е. 


мпо-сове = @.17) 


Так как на отрезке хоз имеем Упор? сз), то левая часть 


уравнения (2-17) является неотрицительной. Потому после возвеления в 
хвалрат обеих его частей получасм равиосильные уравнения 


1- по или мило -1 


Отсюла следует @ =(-1)" А+, где п 


в’ 
т в051 выполняется только ирн п=1.т.е. 0, = = 759 н 
оз [309 +486} _ 8 [1]. 
др = 60878) = 608307 +45°) Е ы т 
КА 
Можно показать таже, что х; = АСУ. 
фоты к, 8, 


3] решить уравнение 


т 1 
и 28) 
(ну е 
Решение. Выполним тригонометрическую подстановку видя х=1ро», 
1 -Тсо< =. "Тогда уравнение (2.18) можно переписать в виде триго- 


Кометрического уравнения 
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т +1608 | с050| от 
[сова] 


й яя . 
Так как = 595.10 <80>0 и [2082 | = сов . Тогда уравнени 


по 
7 


(2.19) принимает вл 


= с05' м, Отсюда получаем 


Тело = со‘, ат [1-«т 20}, 
(1+ 5те (1-(-вте) (1-м?) =0 или 
это-то }-(мп 1 зпо-1) -0 
Боли пш=0, то Ф:=0 их = о =0. Поскольку -Еки<т, 


2 
1+5то> 0, Подходящим корнем уравнения 5 2 —мпаз-1=0 являстс; 


С В 
п Ри = 
хо 
$ Ответ: 0, = 


[.10} решить уравнение 


(2.20) 


Решение, Областью допустимых значений переменной х в уравне- 

ним (2.20) являются -Ё<х<1. 
Обозначим х=созе, где О<о<я . В таком случве уравиение (2.20}, 
сова 


примет вид 
[о] 


—бе0з@:| та 


Поскольку Оса <я ‚то т>0, 


[вито | = Что м 5998 


— 6созод- ви = 2, Отеюла получаем 
зто 
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т но 6989 рати 
ЭПО 5020+6082 1+авто 
ео - 29810 -сща-2=0. 220 


Кубическое уравнение (2.21) имеет один действительный корель 


аво-Т. Следовательно, шения, тде п — целое число. Так как 


2 
Поскольку х= совр, то = сова =”. 


о<о<я,юд= > 


$ Ответ: х= 


Е] Решить уравнение 
фены =х 2.22) 


Решение, Для определения области допустимых значений перемся- 


х2ф, 


ной х вуравнении (2.22) рассмотрим систему неравенств 
ах м и 


Отсюда следует, что М2 552. 
= 
Поскольку {2 <х<2, то обозначим х=2с0342, где О5о5.Вт- 


хом случае для левой части уравнения (2.22) имеет место следующая ие- 
‘почка равносильных выражений: 


уф фр Ре > 
= 2+ 2- Чего = | ф-1еы® 
(22 (а [2 ы 
= 12+ |4 © = [2+2 =. оные = 
4 4 ПЕ 


5 (ов) -ен(2-1) 
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При выполнения привеленных выше преобразований использовался 


тот факт, что 054 В данном случве 6820, ми 920 и 


4 


20. .@ 
сов >0. 
8 8 


) 
= 
Следовательно, имеем уравнение 2-08 — | = 2еоз из которо- 
‘ 


го следует, что @ 


ш_я : 
(е-аная», тле и — пелое число, Так как 


2; 
Озизт, ое => и уравнение (2.22) имеет единственный корень 


2я 
д = 054 


$ Отае 


[72 


_Доманытть неравенство 


(ыы 


(223) 


тде 155 


Доказательство. Поскольку —1 < х <1, то можно положить х = со54,. 

где 05 <л . В таком случае неравенство (2.23) можно переписать в виде 
2 

{2 совер | та +2009’ -1) 52. (224) 


Так как Озфзя ‚то зо >0, [тё| 


= и неравенство (2.24) 


равносильно неравенству (5т 202+ с0%20)! <2, Полученное неравен- 


ство явиястся очевидным, поскольку 
= 
а зий[+ =. 


Доказать двойное неравенство 
1. (<=>) -5) 


2+2)? 


Доказательство. Пусть х=ща в 


< 
‚где -Я‹а<^ и 
р р 2 


2 <в<у `В таком случае 
2 


(х+)-(1-57) _ (ва+ер)-(1- вар) _ 
(+2) +) (ча) (+72) 
зи(а+7) ‹оа+А) 


_ сова -созй сова-созЙ 
ыы 1 1 


ние ока +) «1-виз(а+ р) 


‚то неравенство (2.25) локазано. 


14] Решить систему уравнений 


хр уну, 
учун (2.26) 
+21. 
Решение, Преобразусм уравнения системы (2.26) к виду 
=_= 
1-я’ 
(2.27) 


Положиы, что х=18Ф, где —<о<т В таком случзе из системы 
Ураннений (2.27) следует, что у= 1820, 2 = 18449 и х= во. 
Так как хо и х= 1080, то 0 = 80. Отсюда следует, что 


Заз о+як т. 6, ето & — пелое число, Поскольку -^<е<^, 


2 


т {-3, 


0,1, 2, 3} . 
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Следовательно, система уравнений (2.26) имеет слелующие ко] 


тде Кс{ -3,-2,-1, 0, 1,2, 3}. 


$ Ответ: см. выше. 


15] Решить систему уравнений 


6.28 


‘Решение. Так как 15х51 и -1<у<|, то можно обозначи 


х-с05ф и у=созу где 0<ф<я и ОЗ у 5л. В таком случае Ух? =] 


тр, пу и система (2.28) принимаст вид системы триг 
метрических уравнений 


софту 


- ©29 
кроны. 
Из системы уравнений (2.29) имеем 605? р = (1-ти) и зря 
: 
= (9 -‹озн. . Поскольку и? фчьсой = 1,то 


1-(В-сву}+0-влу) = 


=3- 2 сози + с05й у +1 —5йци +3 


=5-2(5т + Лоу), 


т. пу + созу = 2 или [+2 1, 


— 


Отсюда получаем у лия, тде и — целое число. Поскольку 


я 
ями = 


КЯ 


Поскольку с0$ {И 


вия системы (2.29) получаем созф 


1 
юное. 


$ Ответ: х, 


216] Решить систему уравнений 
Гы 1 


(2.30) 


2 
=1. 


[2 +У' 
Решение. Поскольку х?+у? =1, то обозначим х-зтф и у=созф, 
тде -п<ф<я 
В таком случае первое уравпение системы (2.30) можно записать, как 
‚ 2а2р-(-с0з2ф) =1 или пар = -1. Кор- 


Аве -соко (2917 ф-1} 


х я. я 
мыл уравнения уф =-1 являются о + я = (41-1), га м - 


целое число. 


Так кк -я5р5л, то д= 


+ Ответ: см, вышке, 


'Решить систему уравнений 


„Е 
Решение, Пусть у = во ‚пе <<”. Тода нуперыон тре 


о 
1+1 Я 
ен еунско ПВР арии ТЕ 
Ро +1 2+ 
= вов2лр. Воли тригопометрические выражения для переменных ху 


подставить во второе уравнение системы (2.31), то 


р. (145412021) _ 29120 -еоя 22 


=. 
т ГЗИВЫ 


—2с05' 2 


Отсюда следует ео + 14-0, чб -О не О ь "— 


як 
зоо, Поскольку сост то а 
2л 
аи =. 
т З 
Так как х= 


+3120, у 


134 н 2560520, тогда корнями сист 
4= 


уравнений (2331) являются мя 


$ Ответ: см. выше. 
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{518} Решить систему уравнений 
хучу =1, 


232) 
4 
Заговтх+ аист у =. 


Решение, Поскольку 1<х<1 и —15 51, то положим х=зта и 
шД, тогда а=всмпх н Д=асипу. Отсюда следует, что 


Я сазт и парят В чаком случве созе 20, 0$ 20 и сие- 
2 2 
„равиекий (2.32) принимает вил 


| 


зпасоз + совеми 


р 233) 
зазря. 


Из первого уравнения системы (2.33) получаем зт(а+р)=1. По- 


я 
голу кда+рат, то а+р=т. Следоитльно, имеет место снс- 


а+В= 


а 


ы я 
тема уравиений кориями которой являются и =; и 


4 
2а+3р=-я, 
Е 


2. Таккак х=упа и уззтй то = 


19] Решить систему уравнений 


| (4 3х} (> >} 


{234) 


пу 


Решение, Так как д? +у* =, то представим х= Мп и у=с03@ , гле 


95% <2л . Однако зи Зо = -43т` 2+3 И с0330 = 4608`@-36034/ 
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‘поэтому из первого уравнения системы (2.34) получаем тригонометри 
ское уравнение зт* 32+ с05° За =1, 
Привеленное выше уравнение преобразусм следующим образом: 


(бе? зоо + сов? За} (5 Зву? За»-с0$2 З4у+ соз* Зо} =1, 


{ 


абней =зта-соза+яю В-совй = 


шп 2а +5024) = (а + А) с08(а - В) 


2 
и сс*(а-В)=©,то 2+4 =0. 


2 
7 3+ с05? За} — Эй? Зар-со5? За =1, $ Ответ: абчей =0. 


Числа «,6.с,4 таковы, что а? +5? =9, 7+4? =16, +5212. 
Доказать что -556+4 55. 


Зв? З09-с03* Зи =0 


или эпбо =0. 


Боди фибо-0, то «ти, ше п — цемое число. Так рева Тик ЧИ И Бава 


а=Ззте, 5=30а, с=4зтД и 4=4с08Д, где 05а52л н 
054 52я. 

Тогда о +6с = 12ыпа-соз д +12с05а-ма =12чт(а+ В). По ус- 
зовию а4+5с212, однако 121 (а+Д)<12. Отсюда следует, что 


л п я 

9<о<2л, то в:=0, @;=^, оу 1, о" 
г ` х ‹ 

о 2 


7я 4я 
дут, бу, у, би- 


пча(а+р)=12 или т(а+Л)=1. Следовательно, ав =т+2ян, 


тде п — целое число, 
В таком случае: 
5+4 =3сова+4с08Д = 


зоо дли-а) Зона +4ина = 


К № ы 
сона+ ща | 5-м ста +тонта)= 


$ Ответ: см. выше. 


= 5-08 (а-0), 


6.20] Числа а,6,с,@ таковы, что а? 45° =1, 1+4? =1 и ае+Ы = 
Вычислить аб +24 . 


ле оао 3. 


5 


2.2 2.2 Так как -5 <5-с05(а-4)55,то -5<ь+455. 
Решение. Так как а’ +6° =1 ис’ +4° =1, то положим а= 9 
5 =с0за, сязшА ии =созр где О5а52я и 05 Д 52а. 
13 таком случае ас+ = па з Дсона сов = сон(а — 1). 38] числа д.рьс таковы, что а6+ас+ вс =1 Доказать что 
ко, по условию ас+64 =0, поэтому соз(а- )=0. 


Поскольку 


2.35) 


„Доказательство. Из школьного курса тригономстрин известно, 
дующее утверждение; если д+уча=л, 0 


о 
И 
> + > +85 => 

В этой связ из условия задачи аб+ас+с=1 можно сделать вый 


о том, что существуют такие числа д, у, 2, что а=ит, Ь= 


: 
СЕ Иднунгтя Толя 


в равенство (2.35) принимает вид а Е ге ыы 


+ у+ 2 = ХУ, 


тде хфу+е=л. 


Так как х+унЕ-я, то =л-(х+у) и вырежение (236) м 


преобразовать следующим образом: 
хеши (т -(х+у)) - шекуча(я-(х+у)), 
щхещу-в(и+у) = ху. (1+), 
цех+ у = + у)- шву (х+у), 
Чате = (+5) (1-х) 
или 


ще 
8+) = ВАШ. 
7 т-шещ 

Поскольку в результате несложных преобразований получили 


вестную формулу тантенса суммы двух углов, то справедливость фо 
лы (2.36) доказана. Следовательно, равенство (2.35) также имеет ме 


РАЗДЕЛ 3 


Метёды, основанные на применении 
числённых неравенств 


`Нестандартными методами в математике являются также методы, в 
основу которых положено использование известных в математике чис- 
зенных неравенств (Коши, Бернулли и Коши-—Буняковского), изучению 
которых в общеобразовательной школе не уделяется или почти ие уделя- 
«тся никакого внимания, Одизко многие математические задачи (ссобеи- 
вю задачи повышенной сложности) эффективно решаются нменно такими 
методами, В этой связи незнание последних может существенно ограни- 
чить круг усйетно решаемых задач. 

Первонёчально приведем формулировки неравенства Коши, нераен- 
ства Бернулли и неравенства Кошн—Буняковского, & затем пронллюстри- 
Туем их применение на примерах, многие из которых азяты из пропрам- 
ыы вступительных экзаменов по письменной математике в Белгосуни- 
зерситете 


Неравенство Коши 


Пусть 20, аз 20, ... а, >0, тогда 


+9 > уда ша,, в) 


тде и>2. Причем неравенство превращается в равенство тогда и только 
тогла, когда а =а,=...=а,- 
В частности, если в (3.1) положить и=2, то 


а > ба. 62) 


Это неравеяство чаше всего встречается при решении школьных за- 
дач по математике, 


4+4: + 
п 


&__ тащил 


где а>0,то 


Здесь неравенство равносильно равенству лишь при а=1. 
Следует отметить, что имеется аналог неравенства (3.3) для с 
тельных значений а, в именно, если а<0, то 


1 2 
а+— 5-2 
а 


Данное неравенство преврашается в равенство при а = 1. 


Неравенство Бернулли 


Наибозь: распространевным является неравенство Бериулан, кото! 


формулируется в слелующей форме: если х> 1, то для любого и 
рального и имеет место 

(1+%)'* > 1+ их, [е) 

отм равенство в (3.5) достигается прн д =0 или я=1. 
ряду с (3.5) сушествует болес общее 

рое содержит в себе два неравенства: ион 
если р<0 или р>1,то 

(к 1х, (3 
если О<р<1, то 


(ху тр, в. 
где х>-1, 


(Слслует отметить, что равенства в (3.6) и (3.7) имеют 
хо при х=0. Верно также и обратное утвержаснис. | Ее 


Неравенство Коши—Буняковского 


Дия пронвольных ч.л 


ока +, < (++... 


где и22. 


Методы, основаннью ма применонии численных неравенств 63 
—— 


Причем равенство в (3.8) достигается в том и только в том случае, ко- 
сл числа м И у, пропорциональны, т.с. сушествуст константа а (а>0) 
`акая, что для всех #=|,2, „.,п выполняется равенство х; = 07. 

На основе использования неравенства Коши—Буняковского (3.8) 
можно доказать неравенство 


(а)! 52° (+5, 


69) 


зоторое справедливо для произвольных а(а20), 6(6 20) и натурально- 


о числа и. 
Примечание. Доказательство нерзаенств (3.1), (3.5), (3) и (3.9) привелено, в 
‘частности, в учебном пособни Супруна В. П. «Математика для старшекласс- 
ников; залачи повышенной сложности» (М.: УРСС, 2008). 

Доказательство обобщенного неравенства Бернулли (3.6), (3.7) (а также дока- 
‘ательство других численных неравенста) можно посмотреть в статье Соро- 
кииа Г. А, «Экстремум н неравенства» («Математнка в школе», 1997, № 1). 


Задачи и решения 


[2] доказать неравенство 


(а+2)(6=2)(а+6) 216, 6.10) 


ДЕа>0н620. 


Доказательство. Используя неравенство Коши (3.1), можно зали- 
сить а+2> 24а, 5+2>2\5 на+в 22408, 
В таком случае имеет место 


{а+2)(6+2)(а+5) > 28а, 225. 2/6 =16аь, 


т. в. неравенство (3.10) доказано. 


3-2] Доказать неравенство 


Зичи) = (ачьчеаьчаечь в) 


Доказательство. Применяя неравенство Конин (3.1) при и=3, пюлу- 
\аем последовательность неравенств 


а че > Забе , а’ + +с* > Зав, 
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а’? > Забе, ++? >3а?Ь, 
а НЙ Зав, наче > Зе, 
асе За", Зе, ее >". 


Если просуммировать псвыс и правые части всех приведенных вы 
неравенств, то получаем 


чье") > 3-(забечайьнавЙ чайной + стве 


=3-(а+ь+е) (а +ае +), 
т. ©. неравенство (3.11) доказано. 


В.3] Доказать неравенство 
3(2° ве) ачьне(а 


=) 


Доказательство. Как и при доказательстве предылущего перавенст4 
ва, воспользуемся неравенством Коши (3.1) при и=3, тогда можно напи- 
сать 


(3-12) 


> За1Ь, а’ + +6 > Зав 
аа че > За2с, @+с 
В+ +с 

Отсюда получаем 


бы че" >31 бзав? + айенае? +БРень), 


а + + 


+ За 


ЗВ, чес? >37. 


Если к обеим частям приведенного выше неравества прибавить в 
а 
ражение 3(< +8? +с?), то получим 


Эа +в’ че 


ое +в не? за?ьна? + азсчае? +Бс+ьс') 


За ьче)(а+ь че? 
и тем самым нераяснство (3.12) доказано, 52 = 
Е денииь 


ас? ва? Де чь? асе? УаБ, 


тдеа>0, 6=0 ис20 


{3.13} 
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„Доказательство. Используя (трижды) неравенство Коши (3.1) при 
, получаем 


дача а не? > 6.’ аа’ чате" =6-а? „Убе, 
>65? Де, 
ооо о аб" УИ. 
Если сложить левые и празые части приведенных выше неравенств, 
тс локажем справедливость неравенства (3.13), 


[5$] доказать, что 
ча" 
ааьче+а 
те 220,520, с20, 420 на+61с+4>0 


абс < 


4) 


Доказательство. Так как а>0, 520, 20 и 4>0, то можно при- 
менить неравенство Кон (3-1) при и =5. Тогда 


чб. =баБой , 
аб ний и? > обо , а + чей ся ни? > баБе 
на +67 +67 +45 445 > Забей? 
Если сложить приведенные выше неравенства, то 
заичья че") 5 (авс чаво обе? + абсй? } иди 


аа не? + 5. а 


аб еб +4° забей (а+6+с+4). 6.15) 


Поскольку 2+6+е+4>0, то из неравенства (3.15) вытекает требус- 
мос неравенство (3.14), 


[5$] Доказать, если абс = 1 ‚то 


1 
Доказательство. Согласно неравенству Коши (3.2} имеем —- 


2 1 _а& 
>—_. Так как пю условию — === 22с. Аналогично 
а 25 5 


ожно показать, что 226 и 
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п] зо+2ь+ае 


{16] доказать неравенство 
я 


Пай НЯ ее чай 1+ пе” 


©’) 
а 


Отсюда вытекает справедливость неравенства (3.16). 


19) 


В] докачать, что пла +В с? <3 нае, 6+0, #0, 


ЩЕ Е 

а” +12 +4", в Доказательство, Оценим левую часть неравенства (3,19), используя 
Доказательство. Согласно перавенству Коши (3.1) имеем занят Коши (223). Ном мет 
а +12 20? на\ +2 +а' +124. Д0° ай ий А =4а?, 


Если сложить приведенные выше неравенства, то получим (3.17). 


1 
ыы 


.#] Доказать, что 


14207 +56 >ЗабтаБ? [Е 


‚Доказательство. Для доказательства (3.18) воспользуемся (лважд 
неравенством Копи (3.1) и получим следующие два соотношения: 


41 +5 2207.56 = 246 


ай аа? +5 26. лата? а? -6° баь, 


1 1 1 9 


откуда следует а” +° > 246? н 2+34? +6° > 645. Если сложить пря ТЫ ре РТ 


денные выше неравенства, то получим неравенство (3.18). 


14е 


1+ 


з 
Тех ках левая часть перазенства (3.19) меньше нд рана >, в правая 
Доказать, что 


РЕ 


где а>0, 6>0, е>0 


ы 
часть — не меньше ры (3.19) доказано. 


Примечание, При доказательстве неразснотьа 

Доказительство. Согласно неравенству Коши (3.1) при л=3 им 
(2=*] + аз а+ь (в+с\ =“ 
ыыы 


еевеенеа] „рана НЕЖЕ]- $ ва" 


Та 


‘было использовано неравенство 


которое показывается путем двукратного применения к сго левой части не- 
равеиствя Коши (3.1) 
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ВП) доказать, вели а? +6? +с? =1, то 


ЕЯ 


а(ь+с) 


тдеа>0; Ь>0, с20 


Отсюда следует справедливость неравенства (3.20). 


В.12] доказать неравенство 
ф- В +++ В <. 620 


Доказательство. Оценим иевую часть неравенства (3.21), используя 
для этого неравенство Коши—Буняковского (3.8), т.е. 


(ЕР = 


тв арьв ей] < 
<(# +"). (2 = ++ = 24-8 


Отсюда следует перавепство 


+В + +В В. 622) 


Для доказательства строгого неравенства (3.21) необходимо показать, 
что в (3.22) равенства быть не может. Предположим, что 


фр ++ +28. 


Это позможно лишь в том случае, когда неравенство Коши-—Буня- 
ковского (3.8) рт Л это возможно лишь в том слу- 


час, когди ЕЕ ЕЕ 


Очевидно, что данное равенство незерио (поскольку числители дро- 
бей совладают, а знаменателя — нет). Следовательно, неравенство (3.21) 
доказано 


Примечание, Нерзвенство (3.21) можно доказать также при помоши нера- 
понства Бернулли (см. пример В-23 © более общим условием). 


[513] доказать, что 


т 4 


623) 


деа>0и6>0. 


Доказательство. При локазательстве неравенства (3.23) будем при- 
менять неравенство Коши (3.2). 


Имеет место +22 аб, т.е. Уа+5 > 2.06 пля 
т", 
Е С 24) 
25 Ча 
Если к левой части неравенств (3.23) применить неравенство Коши 


2). = затем воспользоваться неравенством (3.24), то получим требуемое 


1 
неравенство (3.23),т.е. 
Ея 


51] Доказать неравенство 


ГИ 
2+8 р. 6.25) 


деа>Б иаБ=1. 


„Доказательство. Так как «>, то а-6 >0. Применим к левой час- 
ти неравенства (3.25) неравенство Коши (3.2). Тогда © учетом того, что 
@Ъ=1, получим 


а (а-6)+2а6 _(а-6}' +2 _ 2 
в" зы ^ БВ 
>2- (2-5) =. 
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В.15] Доказать неравенство 


(327) 


где х>би у>0. 

Поскольку х>0, то для доказательства неравенства (3.27) можно вос- 
пользоваться неравенством Коши (3.2) и при этом получить неравенства 
+1 


Е или (х+1}} >4х. Аналогично имеет место (+1)? >4у. Кро- 


ме того, изваетно из (3.3), что “+ 


Отсюда следует справедливость неравенств (3.27) н (3.26). 


Доказать, если 2+6 =1 иа>0, 6>0, то 


2 
[в+] [5+] 5 
& а) 5) =? 


, : х 
равенства, а именно, х’+у' ну и $ Оба эти нера. 


венства нытекают из неравенства Коши (3.2). Кроме того, этн неравен‹ 
можно легко доказать методом от противного. 
В таком случае 


. неравенство (3.28) доказано, 
ЕЕ] Дожить первенство 
Г. 1 
(=: й 1% (329) 


сле а>0, 6>0 на+ь-1. 


Доказательство. Так как а>0, $>0 на+Ь=1, то из неравенства: 


а+ г В 1 
3 Я Даь ы = или ——24. 
Коши (З2увнда АоА фа следует, что ДВ 5 или 


Сучетом того, что а+в=1 и; 24, преобразусм левую часть не- 
а 


равенства (3.29) слелукипим образом: 


т 


Отсюда слелует справедливость неравенства (3.29). 


[518] Доказать неравенство 
хол 
[6 +11+ ] 22", 
та 


Доказательство, Воспользуемся (трижлы) неранейством Кохии (3.2). 
Имеет место следующая цепочка преобразований: 


глеа>0и5>0 
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Доказать, что 
/ 1 У: 
+ 5-1 е-1+- |5 330 
ЕН А :) у 
где а>0,6> 0,250 и а5е 
Доказательство. Поскольку абс =|, то переменные а,5.с можно 
. В таком случае неравенство (3.30) 
будет равносильно неравенству 
(х-у+а) (уг) а-к+у) 5х, 330 
тде х>0,у>0,2>0. 
Ввелем новые переменные и=х-у+2, ужу-2+хн н=2-х+у, 


и+ы 


и неравенство (3.31} принимает вид 


(и) ++) > Клим, 03. 


где и>0,у>0,»>0 


Справедливость неравенства (3.32) легко слелуст из неравенства Ко- 
ши (3.2), так как ину? 2, уч 2 нии 2 
"Следовательно, требуемое неравенство (3.30) доказано. 


Примечание. Доказнельство неравенств (3.31), (332) могут представамть 
собой симостоательные задачи. 


-20.] Доказать, если 3а+6 = 


за. 633 
За +Ь 634) 
а 639) 


Доказательство неравеяств (; ), (3.34), (3.35) будем вости на ос- 
нове применения неравенства Коши-—Буняковского (3.8). 
Имеет место 
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1=(3а4+5}} =(Гачгачнаньь} 


(ера (ай койний +6?) (зай + 


Таким образом, справедливость неравенства (3.33) доказана. 
Используя доказанлое неравенство За? +52 21. запишем 
ато в 
2? -а? +4? а? +01 01 +62 .6Ё | $ 
` 


г (вм +5} 


ааа +5 = (4+5) [а*+5*) 


Так как За+5 =1, то отсюда следует неравенство (3.34). Далее, с уче- 
том неравенства (3.33) получаем 


зе +8?) = (но? нана? +.82 5 
ааа наи +) =4(й м) 


т.с. справедлявость перавенства (3.35) также доказана. 


21] Доказать, что если х’ У’ 2х’ +“ то 


2+5 (3.36) 
тле хаб и у>0. 


Доказательство, Для оценки сверху выражения +’ применим 
перавенство Коши-—Буняковского (3.8), т.е, 


< +‘)-(2 + 37) 


Поскольку по условию х’+у°5д?+у", то из (3.37) следует 
м 
(2+7) $(?+>){2 +57). тешерь применим неравенство Коши (32, 


[чу +ю+ } 
порн [РР 
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Отсюда вытекает неравенство 2 + <? +у?. 


"Далее, согласно неравенству (3.8), имеем 


за 


ы 


Так как ИУ ЗА +У?, то из неривенствв (3.38) получаем 


(и) +). 638 


47+ У $д+у 
Затем опять воспользуемся неравснством Коши—Буняковского (3.8), 
Имеет место. 


ый -еень (2+8). + 


Однако х2 +)? 5хфу и х+р20, тогда из (3.39) следует х+у<2. 
Так кк ПУ, Ху оду и х+у<2, то неравенство 
(3.36) доказано. 


[В:22] Доказать, что пля любого натурального и выполняется неравенство 


(2-1)! 5,2". (3.40) 


Доказательство. Преобразуем левую часть неравенства (3.40), ис- 1 


+5} 
пользуя неравенство Коши (32), записанное в внде 46 < ( = 


Имеет место 


( 
=(1-(2^-1)).(2-(2^-2))-(3-2^-3))..("-0-(+1))-и = 


де 1) (= ря [еб Бе и 


11-2... (2-1) = 


Примечание. Вели п > 2, то нерапенствю и выражении (3.40) будот строгим. 


|523] Доказать, что 


` Доказательство. Так как имеет место 5° 46° <2-6°, то для дока- 
зательства неравенства (3.41) достаточно похазать, что 


2-69 <7°. (3.42) 
С помощью нерввенства Бернулли (3.6) можно записать 
тью 
Я = =нъзь 
5 6 5 


Отсюда следует справедливость неравенства (3.42), Следовательно, 
требуемое неравенство (3.41) доказано. 


50469 < 7. (341) 


824] доказать неравенство 


$5 + 5+4 246. 3.43) 


Доказательство. Воспользуемся неравевстьом Бернулли (3.7), тогда: 
получаем 


$52.51 -5 


Е 

535: 1-— 

55. 5 

т.е неравенство (3.43) доказано, 


Доказать неравенство 


УЕ) +РО) «24, 644) 
тде 0<Р(х)<а. 


`Доказательство, Преобразусм левую часть неравенства (3.44) с ис- 
пользованием неравенств (3.7), т.е. 


-7+Е)= += (-*8] +5. (2 
5 (-"ь нь =). =. 


Так как по условию Р(1)*0, то равенства в неравенстве Бернулли! 
(8.7) не будет, потому доказано строгое неравенство (3.44). 


8.26] Доказать, если ж>1, 2.>1,..5 х, >10 


„Доказательство. Для получения нижней оценки левой части требуе- 
мого неравенства первоначально воспользуемся неравенстном Бернулли’ 
(3.6), я затом неравенством Коши (3.2), тогда 


НТ, 


Следовательно, требуемое неравенство доказано, 


8.27] Решить уравнение 
(ее). 1) 16)". (3.49) 
Решение. Используя нервевство Коши (32), можно записать 
1629 +12 8599 и 9127 2%, т.е. имеет место 
первшенстьо (16429 +1). (27 +1] >16. (5›]°. 


Отеюди и из уравнения (3.45) следуст, что приведенные выше нера- 
венства Коши обрашаотся в равенства. А это возможно лить в том слу- 


‘чае, когда 16 =1 и у*® =1. Следовательно, имеем к 


$ Ответ: х 


ж=- 
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[6:28] Решить уравнение 
25*-( 


+9] =4х+3, 63.46) 
Е 


Решение. Перспишем уравнение (3.46) в виде 
25" (22 +9) =? +3 . 64 


Применим к левой части уравнения (3.47) неравенство Коши (3.1) 


при = 3. Тогда 
ааа 
фе 5+5? (242 +9) 
25 
3 
Если полученное неравенство сравнить с уравнением (3.47), то видно, 
что примененное выше неравенство Коши превратилось в равенство. 


А зто возможно, когда 527 =252 +9 ‚т.е, х=#В. 
Непосредственной проверкой убеждаемся, что найденные значения 
у =. ид, = 3 являются корнями уравнения (3.46). 


#4 +3 


2+9} < 


4 Ответ: = В, м, ==. 


829] ептить уравнение 
х+4 ] р 
2 


Решение, Из уравнения (3.48) следует, что х> 0. Если обе части урав- 


(3.48) 


нения (3.48) разделить на х',то 


№, 2}, (=, 3} 
* 3.49) 
| Я) {2 ь 
. 2 
Так как х> 0, то согласно неравенству Коши (3.3) имеем 5, ее 
=. 
и=+-22. Отсюда слелует, что 
за 
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Следовательно, уравнение (3.49), в вместе © вим и уравнение (3.48), | 
корней не имеют. 


$ Ответ: корней нст. 


В.36] Решить уравнение 
хе Вх =241 41. 6.50) 


`Решение. Применим неравенство Коши —Буняковского (3.8) к левой 
уравнения (3.50), Тогда, 


(ее «(+в анинз-а)=4(2 +1). 


Отсюда следует неравенство х\/х+1+\3 225 247 +1. Если полу- 
ченное неравенство сравнить с уравнением (3.50), то видно, что приме- 


ненное выше неравенство Коши —Буняковского преврашается в равенст- 
во. А уто возможно только в том случае, когда выполняется равенство 


х_ У 


. Отхюда следует, что 0<х<3. Далее, после возведения в 


т 
хвадрат обеих частей уравнения х/З-х = 5+1 получаем 


2-37 +5+1=0, (350 
Первый корень уравиения (3.51) легко находится подбором и этот 
корень равен м =1. Так как д’ За? лат =(х-1) (2 2-1), то е- 


тальными корнями уравнения (3.51) являются х›з =1#\. 
Однако 0<х<3. Поэтому уравнение (3.50} будет иметь только два 


+. 


+ Ответ: д =1, х,=1+ . 
8:31] Решить уравнение 
ЕЕ + ча =4, 6.52) 


Решение. Воспользуемся неравенством Бернулли (3.7), тогда левую 
часть уравнения (3.52) можно переписать в виде 


(= (+ 4-2} Зы < 


Вели полученное неравенство сравнить с (3.52), то видно, что нере- 
венство Бернулли обратилось в равенство, а это в данном примере воз- 
можно лишь только в том случае, когда х=0. 


`Непосредственной подстановкой убеждаемся, что д)=0 — корень 
уравнения (3.52). 


$ Отает: х =0. 


8:32] решвить уравнение 


6.53) 


Решение. Примсним к лсвой частн уравнения (3.53) неравенство Бер- 
пулаы (3.7). а к правой части — неравенство (3.6), тогда 
П 


: 
| +4156 <1- 1+ =2 
6 6 


м х 
( #4 екныхез. 
24) 36) 6 6 

Отсюда следует, что неравенства Бернулли, примененные к обеим час- 
тям уравнения (3.53), обрашаются в равенство, а это возможно лишь в том. 
сумо, оса 3 


+ Ответ: к =0. 


В.33] Решить уравнение: 
фе-а.-Д-а 


`Решение, Примепим к слагвемым левой части уравнения (3.54) нера- 
венство Бернулли (3.7) и получим 


(3.54) 
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=. Чи -(+ а-я 


Если полученное перазенство сравнить с уравнением (3.54), то видно, 
что применевное выйпе перавенстьо Бернулли (3.7) обращается в равенст. 


во, следовательно, имеем У? =0 или хз. 


+ Отиет: =, х 


Решить уравнение 


2 п3х-созх + 5х -совЗд = 44605? х. (3.55) 


Решение. Обозначим /{х) = 23 Зх соб х+ 38 5ксовЗх и &(х)= 


= 4+с05? х, Применяя неравенство Коши-—Буняковского (3.8), получаем 
Леда (мт? зхчсов? 3х) (дса? хж ол? 5+)513. Отеоюда следует, что 


3 < (1) <ЛЗ. С другой стороны, имеет место &(х)>4> \ДЗ Так как 
(=) <=(х) для любых х , то уравнение (3.55) корней не имеет. 


$ Ответ: корвей нет. 


Решить уравнение 


хо? =) ( 


и 
зи х 09 2х 


}- 4соя 3.56) 


Решение. Оценим снизу левую чвсть уравнения (3.56), используя для 
этого неравенство Коши (3.2). Тогда получвем 


Е 1 1 
[0 х+ 05? 2х) +— > 
{ {== в) 


2250" х- 05? 2х ы 4 


Гале х-005* 2х 


Мытоды основанные на проеононии числонных неравенств: 81 


"Таким образом, показано, что левая часть уравнения (3.56) больше: 
ини равна 4. Так как при этом правая его часть не превосходит 4, получа- 
ем систему уравнений 


| (сок? = - 


доз? М 
4 


Первое уравнение системы (3.57) свидетельствует о том, что приме- 
ненное выше неравенство Коши превращается в равенство. В этой связи: 
систему (3-57) можно переписать как 


3.57) 


ЗВ к с05? 2х, 
== 658) 
сов? {= 
4 


Рассмотрим второс уравнение системы (3.58), из которого следует 


(3.59) 


тле фе | 0,1,2,..}. 
'Возведем в квадрат обе части уравнения (3.59), тогда получим 


2-я? или д? == в). Так как левая чисть равенства может 


принимать только нёотрицательные значения, то из сх Ке{ 0, 1,2, -.} 
здесь допустимо лишь значение & =0, т.е. х ==. 'Непосредственной 
подстановкой в первое уравнеяне системы (3.57) убеждиемся в том, что 


ХЕХ — Корни системы уравнений (3.57) и нехолного уравиния (3.56). 


+ Ответ: 1 =-й, ,=Я. 
я--т,и=т 
В:36}] Решить уравнение 


с0* х+16з* у = 8созх ту 2. (3.60) 
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Решение, Применим неравенство Коши (3.2) к левой части уравнения 
(3.00). Тогда 
ы ржет 
08. х+16з* 22/1605 
Отсюда, принимая зо внимакие уравнение (3.60}, получаем неравен- 
ство 8созх-пу-2 28009? х-эй" у, из которого следует неравенство 


соя? хай" у. 


(2созх.зту-1)} $0. Полученное неравенство справедливо лиить тогда, 


когда 


созх- зу (3.60 


: 
Преобралуем уравнение (3.60) с учетом равенства (3.61) следующим 
образом: 


(соя? х+ыи? у] —Вс05? х-зш? у-всовх-ту-2, 


(соб хеамай 5} 


(вов? хан? 


(созх+25т у} сока. «ту-2, 


1-2, оовх+25пу= 2. 


(совх+ату) 


Рассмотрим лвс снстемы уравнений 
ссзх+2пу=2, [вовх+2ту= 


2, 


ровхезиутх  [озеаиу тт 


`Из первой системы получаем 
[ с0$х=1 хм =2яи, 
] или 


| 1 
эту=- 
2 С 


аиз второй системы следует 


м = (-1* Иня, 


оък=ф, — [щьея(+И, 
1] мил 


зту= [= пня, 


тгле п, К — пелые числа. 


[х, = 2 ли, х, =я(2л+1), 
+ Ответ: а 
(О еняь, | = (ля, 
В.37] Решить уравнение 
зи хоз‘ у+2=45пх-созу. 3.62) 


Решение. Сотласно неравенству Коши (3.2), имеет место зп х+ 
+605' >21? х.6052 у. В таком случае из (3.62) получвем неравенст- 
во 45пх-сову> 2+2” х-с06” у, Отсюда следует, что зт? х-с05? у— 
и х-с0ву+150, (Чпх-созу-1)* 50 или зал-соу = 1. Таким обра- 
зом, из уравнения (3.62) вытекает система уравнений 


зп х-созу 


р 


Из этой системы уравнений следует, что $й 


4+ =, Если при- 
них 


НЯТЬ ВО внимание неравенство Коши (3.3), то $“ х=1 или зах = +1. 
Так как зпх = 1 и зтх-соз у =1 „то имеем две системы уравнений 


зтд-1. [зпх 
я 
ееу=Е [ежу 


Кориями приведенных выше систем уравнений являются 


мин, = 
МАНИ, „а, 


| =2я [5 =я21+), 


Тде и,4,г,! — целые числа. 
$ Ответ: см. выше, 


[В:3Я] Решить уравнение 
У ош? ов? уе За (х+ у). (3.63) 


БО Раздел 


`Решение. Для оценки снизу левой части уравнения (3.63) воспользу- 
емся (дважды) неравенством Коши (3.2), тогда: 


пу рока у ош ев уе 


Оку авар? 


ИЕ’ 


Ехо 


Поскольку 3+1? (х+ у) 4, то равенство в уравнении (3.63) может 


‘быть только в том случве, когда обе его части равны 4. А это возможно 
‘лить пря выполнении следующих условий 


кв, 


ку беса, 3.64) 


2 (х+у) 


Система уравнений (3.64) равносильна системе 


яя 
хи, 
ху, 43 
акреН, или узи, 
х-щу =, Ут", 
эа(е+у) +1 .- 
ужи, 


тде лт,! — целые числа. 
ля 
И послодней системы ураинеинй имим хвужт+оЦичи) и 


дуть. Отсюда следует, что и+м — четное целое число, 


те. п+т=2К, Тогда корнями уравнения (3.63) являются 


где п, & — ислые числа. 


$ Отиает: см. выше. 


Методы, оонованные но применение численных нораювнота #5 


Решить уравнение 


зтх+25т2х = 3+9 Зх, 3.65) 


Решение. Преобразуем уравнение (3.65) следующим образом: 
Зах =3, 


паре Зои бк-ии| 1-3, 


ов хаий «3 
7 
Опеним левую часть уравнения (3.66), используя для этого неравен- 
ство Коши—! 


(3.66) 


ы 3 
Отскода слодуст, что кн совки У лики <, 


то уравнение (3.66), а вместе с ним и уравнение (3.65), корней не имеет. 
+ Отеет: корней нет. 
`Решить уравнение 


(3.67) 


Решение. Неравенство Коши, представленное посредством формул 
(3.3) и (3.4), можно записать ках: [= угле а+0. 
а 


2 


') 
фе }.то 
что |т(ху)| 51. В этой связи из уравнения (3.67) получаем две системы 
‘уравнений 


21. Вместе с лем известно, 


2х 


[вв (:)=-1 
Корнямн приведенных выше систем уравнений являются д = 


тия из: = ы ея „тае п целое число. 


$ Ответ: см. выше. 


В.41] Доказать, что если 0°<х<90°, то, 


) 
(===> 3.88) 
Зах) * ах. 
Доказательство. Так как 0’ <х<90, 10 их >0 и с05х>0. При- 
меним (лважды) неравенство Коши (3.2) к левой части неравенства (3.68), 
1 ') 4 4 з 

па [141+ = Поскольку 2х < 1 
ыы (== “бозх/* Читая фах 


и 4 > 5, Е» инеравенство (3.68) доказано, 


|542] Докезать перавсиство 
Бет+з-<В, (3.69) 
7 13 
==555—, 
Така 
Доказательство. Так как 5х+720 и 13-5420, то условие 


Така является областью допустимых значений переменной х в 


норввснстве (3.69). Для оценки сверху левой части неравенства (3.69) вос- 
‘пользуемся неравенством Коши Буняховского (3.8). 
В таком случае имеет место 


(езт+ 3-я =(- ВЕЕТ +- 3-5] < 


. 
«еее? =40<465 (8) : 


С СЕ АИ 
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}В:23] Доказать неравенство 
ы ;) 8: +05? = >2 670) 
лля любого х. 


Доказательство. Воспользуемся неравенством (3.9), из которого 
следует, что (“+5"] 22°" (2+5)". Тогда 


КИ „ 
щий +[ сов? к) 52 
7+ 


т.е. неравенство (3.70) доказано, 


8.44] Доказать неравенство, 


И 
0? хх =. 37 
256 976 


Доказательство, Нетрудно показать, что неравенство (3.71) равно- 


сильно неравенству {3 т? х-снбх < а, ложазательство которого будем 
вести с использованием неравенства Коши (3.1) при л=А. 


Имеет место 


——_ 
$3 57 д.08 х = 


< 3 х+с05? к4 05? х+09? х 
| 4 


[58] Докнть что 


< мианону иронии сов, (322) 


Доказательство, Воспользуемся неравенством Кошн—Буняховско- 
то (3.8), тогда 


(их: собуч+з у-соз= +5 2-08) < 


розни? уния?) (ый уквойзаный) = 
= (нео? у) (нсой у) = зи? вов? резни. 


Отсюда следуст справедливость двойного неравенства (3.72. 


РЕСИН, 
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Доказать неравенство 


(= =) ее)" +? 2х, 6.73) 


я. 
Доказательство. Нетрудво вадеть, если х=3-К (те & — целое 


знезо), то обе части неравенства (3.3) равны |, т.е. в таком случзе нера- 
венство (3.73) справелливо. 


Пусть теперь х« АЕ. тогда О< ма! < и < сов? х <1. Тогда ле- 


вую часть неравенства (3.73) можно оценить сверху, используя для ЭТОГО 
неравенство Бернулли (3.7). Имеет место 


фе оу" «ла ны 


4 
<1-- сов х+1- д = 


вов? х(ачнсой х)+(1- чи? х) (чз? <) 

= (Несов? я) +в? (чз 1) 
Е т, 

ИЯ хо +29? дс = 1+ 2х. 


Таким образом, неравенство (3.73) докизано. 


В.47] Решить неравенство 
№ -45-Й 2» (3.74) 


` Решение, Областью допустимых значений переменной х в неравен- 
стве (3.74) являются 22х52. 
Неравенство (3.74) равносильно перзвенству 


И -> 44-я. (375) 


Ошеним левую часть неравенства (3.75) с помощью неравенства Ко- 
ши_Буняковского (3.8). Имеет место 


[2-я + 


Отсюда следует, что левая часть неравенства (3.75) меньше или 
равна 4. Однако, если 2 <52\ ‚то 25—41 > 25-8 = >4, 
т.е. правая часть неравенства (3.75) будет строго больше 4. 

Отсюда следует, что неравенство (3.74) противоречиво. 


$ Ответ: решений нет, 


3.48] Решить неравенство 
5-я +73. (3.76) 


Решение. Для определения области допустимых значений перемен- 
ной х в неравенстве (3.76) рассмотрим систему неравенств 25-х? >0 и 


х1+7к>0, огкудв следует, что 05х55. 

`Для решения неравенства (3.76) воспользуемся очевидным неравен- 
‘ством (которое можно легко доказать самостоятельно методом от против- 
ного} вила 


(ава +ы, в7т 


гле а-520. Причем неравенство (3.77) обращается в равенство тогда и 
только тогда, когда 8 =0. 
Имеет место 


(5-я + зи енуезянль 
Так как 05х55, то (5 г ИР) в, 


пустимых значений переменной х выполняется более силыюе неравенст- 


во, а именно, 425-х? +4х: +7525. 


Приведенное выше неравенство означвст, что неравенство (3.76) 
справедливо для любых х из области ее допустимых значений. 


<. на области до-. 


$ Ответ: 05х35. 


Решить нераяенство 
У +25 +4 +2348 5722425448. 43.78) 


Решение. Перпоничально заметим, что 
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(9 +2) +4 +248) = 7 +2548 
Отсюда следует, что для определения области допустимых значений 
переменой х в неравенстве (3.78) необходимо рассмотреть систему нс- 


352 +2х>0, 
из которой следует, что искомой областью’ 


равенств 
145? +23+8>0, 


являются я или х20 


Применим к левой части неравсиства (3.78) неравенство (3.77), тогда: 


Бо дадеаы 
( В? +2х + Ах +2) 2 


Ури ай 23а» ИТ +25+8. 


Если полученное неравенство сравнить с неравенством (3.78), то вид. 
и, что применениое перавенство (3.77) презратилось в резонстро, и го оз 


пачает, что (327 +2457 +23х+8) -0. 


Решая уравнения 357+2х=0 и 14х+23х+8=0, получве 
2 8 

Я 2—3, 250, ж=-унд =. 
Так как областью допустимых значений переменной х в неравенст- 


ве (3.78) являются л5 - нди х>0, то неравенство (3.78) имеет толь 


8 

два корня х.=Онж=-т. 
8 

$ Ответ: х, =0,х; НВЬ 


8.50] Доказать, что если ху < 2 то 
10в. < в, 2, 67 


те х>0, у>0, у 1 иг >1. 


Доказательство. Рассмотрим функцию от переменных х,>,2 вида 
ЮВ: х 


Путев, Примениы к пролстаидению фупкиии 
7 


Лк.>,2) веравенство Коши (3.2) н получим 


2 
и: (9) 
Ч (3.80) 


Так ках хужа? и >1, то 5, (5) <Юв, 2 =2. Отеюда и из (380) 
следует, что /(к,у.2) < 1. Следовательно, неравенство (3.79) доказано. 


`Решить систему уравнений 
[кчу+за+4 =10, 
| 2.3.4 (3.81) 


=, 
хХуЕЕ 


где х>0, у>0, =>0, (>0. 


Решение. Если сложить левые и правые части обоих уравнний сис- 
темы (3.81), то подучим 


1} 1) 1 т 
х+— +2. у+— +3: 1+ |+4.|1+-|=20. (3.82 
(1.5 ов 

Поскольку х>0, у>0, 1>0, 1>0, то можио воспользоваться нера- 
венством Коши (3.3), Тогда: 


683) 


ная, 
* у 


Отсюда получисм неравенство 


ее 


Если полученное неривенство сравнить © уравиением (3.82), то видно, 
что вое неравенства (3.83) преврашаются в равенства, а эго озвачаст, что 
у: =1 


р РР Г 
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Решить систему уравнений 
[ху=ь 
‹ 6.84) 
[уу ай =2. 


` Решение. Поскольку х+у=2-\!-4:' <2,то 1<х+у52. Так как 
по условию х’=1, в 15х+у<2, то можно сделать вывол о том, что 
х>0нр>0. 

Бели затем воспользоваться неравенством Коши (3.2), то получны| 
неравенство х+у22\[У. Однако ду=1, поэтому х+у22. 

Ранее было установзено, что 1<х+у 52. Следовательно, ныеет ме- 
сто уравнение х+ 


1 
Бели ху =2 илу- 1,0 д+— 
х 


2, Отоюда получаем х° 


2х+1=0, 


(5-1 =0 или м =1. 
Так как ду=1 им =1, то я =1. В таком случае из второго уравне- 


ния системы (3.84) следует 41 =0 или вы 


+ Ответ: 


рать я =Ь 2 


Примечание. Систему уравнений (3.84) можно решить другим способом, 
'Пояторяя приведенные выше рассужления, нмсем систему 


[х+р5, 
р 6.85) 
у -ь 
ле х20 и 20. 
Бели неравенство системы (3.85) возвести в кзараг, а уравнение ум- 
пожить ив 4, то получим 
еду ну! 54, 
[= 
Если сложить уравнение м первненстм системы (346), то получим вн 
равенство х*—2ху+ у? 50 или (1-5) 50, Отсюва следует (х-у) =0 
изн х=у 
Так как ху -2 нхму. ю х=Е НУ =1. В таком случае из урав 


а ху 1 =2 получаем, что. 1 


9.86) 
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;53] Решить снтему уривиений 
[ +728, 


9 87) 
52? ==. 
= 


9 


Решение. Поскольку ху==+52”, то №2. Отсюда и из первого 


г. 
уравнения системы (3.87) следует, что х>0 ку>0. 


Согласно перавенству Коши (32), мот место неривенстяо 
9 
х+у>2 ДУ. Однако х+у=3, поэтому 2\Ду <3 наи 95. Ранее бы- 


9 
ло показано, что ху =5. Следователь ху = у. В таком случие из второ- 


го уравнения системы (3.87) получаем 2 =0. 
"Для нахождения значений х и у рассмотрим систему уравнений 


з 
о откульполучем ==. 
+ ы 


$ Ответ: х 


` Примечание. Приволем другой способ решения системы уравнений (3.87), 
оспоппая ндея которого были использован при решеиии сиетемы урявне- 
вый (3.85). 
Имеет место система 
+=, 
9 69 
„>. 
6” 
тде х>0иу>0. 


'Возведем в квадрат уравнение системы (3.88), и неравенство умно- 
жим на 4. Тогда получим 


Я +2дуну? =9, 
-4ху<-9. 


689) 


94 Раздел 3 __ 


Мектоды. основанные на применении числонных неравенств 95 


Если сложить неравенство и уравнение системы (3.59), то пояу- 
чим неравенство 2 257+ 9? <0 или (ху! <0. Отеюла следует 


(х- =О нак х=». 


Так как х+у >. В таком случве из 
уравнения ху—5: 


Решить систему 


у а, 


8.90) 
5+2у+2223, 


Решение. Используя неравенстьо Коши —Бувяковского (3.8), полу- 
чаем (+221 (+ 


_ Отаюда следует, что 
х+2у+22<1. 

С учетом неравенства из системы (3.90) получаем равенство 
х+2у42; =}. Другими словами, примененное выше перавенство (3.8) 
обратилось в равенство, а это означает, что существует константа а ти 
кая, что ха, у=За и 2=2а. Отсюда я из равенства х+2у+22=3 


получаем уравнение относительно переменной а вида а+2(24)+2(2. 


= 9а=3, т.е. 


1 2 

- Следовательно, получаем д = ну-а =. 

'Непоередственной подстановкой в уравнение системы (3.90) убежла- 
емся, что найденные значения х,у,= являются се корнями, 


6.910) 


Решение. Поскольку левая часть каждого из уравнений системы (3.91) 
не может быть отрицательной, то х20, 20,220, 
"Нетрудно заметить, что 2 =0, 3. =0, 21 =0 являются корнями системы 


уравнений (3.91). 
Положим, что ху2+0. Если перемножить уравнения системы, то 


у н 
(+) ):(+7) 
Так как дуг * 0, то обе части уравиения (3.92) можно разделить на 
. Тогда получим уравнение 


няни) 
Используя веравенствьо Коши (3.2) получаем цепочку неравенств 
142 >25, 147229, 142722: и (1-2) (+) хе. Боли 


692) 


{3.93) 


полученное неривенстно срзвнить с уравнением (3.93), то видно, что все 
примененные выпе неравенства Коши превращаются в равенства, в это 
означаст, что д; =, у: =1, 2: =1. 


[558] Решить систему уравнений 
У о-+ 0 = У, 
И 


Решение. Из второто уравнения системы следует, что х2} к у21 


3.94) 


Воспользуемся нервенством Коши (32). Имест место \у-Т= 


т = их [у-1 5. Аналогично получаем уу-Т 


У 


ы 
5% я тогда ху +1 ду. Если полученное неравенство срав- 
нить со вторым уравнением системы (3.94), то можно сделать вывод о 
том, что примсненные выше перавснства Коши превратились в равенства, 
а это возможно только тогда, когда 1=у-Ё и 1=х-1, те. д =2 в 


м=2 
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Полставляя полученные значения хи у в первое уривнение систе 
мы (3.94) убеждаемся, чо и=2 и =? являются корнями сис 
уравнений (3.94), 


$ Ответ: х, =2, у, 


В:57] Решить систему неравенств 


ея 3.459 <2, 
6.95 
[= Зу22 10843. 


`Решение. Оценим левую часть первого неравсиства системы (3:95), 
‘используя для того неравенство Кошм (3.2) и второе неравенство систе 
мы. Имеет место 


а д «аб ь 
а. „2. 


`Из получепиого неравенстоа слоует, что обя неравенства систе: 
мы (3.95) обрашиются в равенства. Кроме того, обрашается в равенство 
примененное вылле неравенство Коши. Следовательно, имеет место си 
тема уравнений 
ата, 
6.96) 
х+Зу=2- 0843. 


Вели прологарифмировать по основанию 4 первое уравнение сист 
мы (3.96), то х+у-1 = 10843+2у-1 или у=х-084 3. В таком случас и: 
второго уравнения системы (3.96) слелует 


х+3(х- Юва 3)-2-10843, 


4к=2+2 юр. 3 наи Я 28). 
ЯР 


Так как 


ева (2%), » =>. 
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В:58] Решить систему уравнений 
+2 = Ду 
(397) 


Решение. Поскольку ху-д?у? 20,10 95уз1, Воспользуемся нс- 
равенством Коши (3.2), тогда 


+(1- 
И РР Е д) = 
и из первого уравнения системы (3.97) получаем неравенство 
уу =1. {3.98) 
Так как \\+(2х-у) >1, то из второго уравнения системы (3.97) 
следует 45+ у’ 2 347 +1 или 


27 


Ах (3.99) 
Если сложить неравенства (3.98) и (3.99), то получим в левой части 


5 з а А | 
подный квадрат у*—4%9' +457 <0, т.е. (7 2) 50. 


Оляако ('-2*) 20. помому 2х =0 иу’=2х. В таком слу- 


чае неравенства (3.98) и (3.99) можно переписать в виде 6х? +28 и 


-6х? -2х<--, откуда получаем бд? +2 


: или 125? +4х-1=0. Кор- 


нями квадратного уравнения являются’ х, = 


т 
2, то ен =. 
я *"ф 
Непосредственной проверкой убеждаемся, что система уравнений (3.97) 
имеет единственные корни щ--1н и=—. 


1 
$ Ответ: к =, ут. 
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Примечание, При решенни системы уравнения (3.97) неразснство (3.99) 0б- 
ракилось в равенство, т.е. 


2п-у- 


1 Е 
1 ан унты. 
2 р 


В таком случае из второго уравнения системы (3.97) следует, что 
1+(25-}=1 или у 


у ® 
ео 
удовлетворяют условию у=2х, то пара 3, Уз не яьляется кориями систе 
мы уравнений (3.97) 

Другими сповами, система уравнений (3.97) равносильна системе 
уривисвий 


2х. Поскольку звачения 


12? +4к-1=0, 
У =2а, 
|›=2», 


которая имеет единственные хорни х 


Дань | 

<“ +6 че 
6 

тде а, 6, с - стороны треугольника, а 5 — его плошадь. 


5 я 3.100) 


ше 
ТР, где ф — угол между 

з 4 
сторонами а и >. Поскольку миф <1,то 55°. 


Доказательство. Известно, что 5 


Из неравенства Коши (3.2), следует, что а < 


«2+ 
=. 
По аналогии получаем еше дв неравенства 
д 


а 
а? че изза 


5 


55 


ыыы 


ыы че 


з 2 
"Отсюда следует справедливость неравенства (3.100). 


355 


Доказать, что для площади $ треугольника со сторонами а,5,с 
справедливо неравенство 
(2454с)' 
16 


(3.101) 


Доказательство, Согласно формуле Герона площиль 5 треугольни- 
ха со сторонами а, 5, с вычисляется по формуле: 


5= ур(р-а){р-Ь)(р-‹), (3.102) 


тде р — полупериметр треугольника. 
Используя неравенство Коти (3.1) при и=4 и формулу (3.102), по- 
лучам 


И рава Р 
55 = Ура) Вр Пери Нртоните +. 


Отеюда следует справедливость неравенства (3.101). 


"Доказать, что для плошади $ треугольника со сторонами а,5,с 
‘справедливо неравенство 


а че? 243.5. (3.103) 

Доказательство, Воспользусмся теоремой косинусов, согласно ко- 
торой с? =0' +51 -206с03@ , где © — угол между сторонами а, не- 
равенством Коши (3.2) а? +? >22 и формулой для вычисления площа- 


Зитреутольникха 5= 22 ИМ Тогда 


а не а? + а? +5? -Забсозо 
(4+ -абоовеь} = 2(2ав —абсоз)= 


= 205. (2- сов) = 49 
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Отсюда следует, что для доказательства неравенства (3.103) надо о- 
казать, что 


20030 > | 
ао 


(3.104) 


й 
Поскольку ее), то Вано оно иля то+ 


+0035 ‚1, ©. неравенство (3.104) справедливо. 
Отсюда слецует, что неравенство (3.103) доказано. 


`Докизать неравенство 
446+ 6-1, (3.105) 


тде а,6,с — стороны треугольника, а ^ — раднус окружности, влисан- 
ной в треугольник, 


Доказательство. Из формупы Герома (3.102) следует, что 
5 -р(р-а){р-)(р-с), 6.1068) 
тле р=з(ачь+‹). 
Соглаено неравенств Коши (3.1), где и =3, имеет место. 


з-{Р-а{р-5 


р 
27 


р-атр-6+р-с=р 


или (р-а)(р-)(р-с)5 


Отсюда и из формулы (3.106) получаем 5 52 Таккак 5= ре. где 
г — радиус окружности, виисанной в. еерававие ‘треугольник, то 
р. в илн р>34-г. Так как р-(а+6+6), то нершенство 
(3.105) доказано. 


Примечание, Из локазанного зыше неравенства Я ‘следует, что | 


53 28 . Докизательство данного неравенства продстимляст собой самостоя- 


дама оеажах 
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Доказать, что для прямоугольного треугольника 


#<(' +)", 


зле # — высота, проведенная к гипотенузе, и / 
ружности. 
Доказательство. Пусть а,Ь,с — катеты и гипотенуза прамоуголь- 
вого треугольника, соответственно. 
Применяя перавепство Коши-—Буняковского (3.8), можно записать 
2+4? +5?) = 2с? или а+ь< с. 


(3.107) 
‘радиус вписанной ок- 


Известно, что 5= г. Отсюда и из нерзвенства 


а+5 5 с следует, что, 
2 


+66 ен, (+). 


ее с 
Отсюда следует справедливость неравенства (3.107), 


Примечание. Равонсто # = (1+ )-г имеет место только в том случае, ко- 
тля прямоугольный треугольник явачется равнобедренным. 


Доказать, что для плошали 5 произвольного треугольника со сто- 
ронзын а,6,с справедливо неравенство 
27 
--Р, 
2 


тле г — раднус вписанной в треугольник окружности, а Е — раднус ок- 
ружиости, описанной вокруг треугольника. 


(3.108) 


Доказательства. Известно, что 5 


атс 
венства Коши 


> Уавс следует неравенство 5 2 


ы 277 авс 
8 


ты 3.109) 


Поскольку 5-4 ‚то обе ж4И5 п из неравенства (3.109) вытскаст 


о НИИИИИИВИИИ бис, 
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Пусть 4,6, — стороны треугольника и р — нолупериметр. ды И Е 
„Доказать, что, А 23 5 9 5е 
федор едете ео Используя неравенство Коши (3.1) при и =3, можно записать, что. 


Доказательство. Используя (трижщы) неравенство Коши (3.2), по- 
пучем 


поныне] 5], 


ола о-ед«(Речете 


поновее] [+]. 
Путем перемножения приведенных выше неравенств получаем 


боев -6 (8, 


Отсюда следует неравенство (3.110). 


[6:56] Доказать, что 


++, Р9-г, в 


тде #„,й,,й, — выюоты произвольного треугольника, в г — ралиус ок: 
ружности, вписанной в этот треугольних, 


Доказательство. Первоначально локажем вспомогательное 
шение между А, йь,Ё, и г вида 


(3.112) 


Известио, что площаль $ треугольника со сторонами а,5,с выч 


1 1 1 
У’ =. = ри, тае р — полупери: 


ляется по формулам 5 


2 


Е ОНР НИЧЕ ЧЕРЧЕНИЕ 


чЬЬ оз Дь А, и 


9», 


>в неравенство (3.111) доказано. 


[567] Пусть, 5 — площаль четырехугольника, вписанного в окружность, 
я р" периметр четырехугольника, Доказать, что 


$5Е., 6.14) 
4 


Доказательство. Поскольку искомый чстырскугольник вписан в ок- 
ружность, то его плошаль 5 вычисляется по формуле 


5= ра {р=Р(р-с(р-4), 


тле 2,6,с,4 — стороны четырёлугольника, 
"Отсюда следует, что 
Уре (е-5(е-6@-4). 


Если воспользоваться неравенство Коши (3.1) при я=4, то из по- 
следнего равенства получим 


(Рав) + (ре) +(р-4} 
д 4 


Отгода слелует требуемое неравенство (3.114). 


Доказать, что для всякого прямоугольного параллелепипеда с реб- 
рамн а,Б,с п диагональю @ имеет место неравенство 


ва а 20 ча ть 
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Доказательство, Применим неравенство Коши —Буняковского (3.9) 
тогда 


(а+ьзс) 


1-а+1-6+1-е}? < 
ее) не?) (чье), 
Поскольку в прямоугольном париллелепипеде а? +5? +е? =? то 
(обе зн е? 


венства (3.115), 


34? . Отсюда следует справедливость нерв 


Примечание, Равенство з (3.115) доститется тогда и только тогда, когда 
прамоугольный параллеленииел явичется кубом, 


Определить объем прямоугольного параллелеиипсда, если его раз-| 
меры а,В,с удовлетворяют соотоению За+45 + 10с = 500, а днз=! 


тональ 4 равна 20.5 


Решение. Для прямоугольного параллеленииеда имкет место а? +7 + 
4е? =4?. Поскольку 4 =208 „то а? +6? +? — 2000. 
Применим неравенство Кошт-—Буняковского (3.8), тогла 


(Зач4б бе)! <(9+16+100)-(47 +57 +22) 125-2000 = 250000, 


Так как по условию задачи За-+46+10с— 500, то примененное выше 
неравенство Коши-— Буяковского превратилось в равенство, поэтому вы- 


полижется цепочка равенств 2-2 =. Ерлы обозначить 2—2 
340 зи“ 


то а=38, 6=4%, с=104. В таком случае из равенства 3а+46 +106 = 
=500 следует, Эк +164 +1004 = 500 или 4 =4. Следователь, а=12, 
Ь=16, с-40 н объем параллелепипеда И = абс = 7680 . 


$ Ответ: объем параллелепипеда И = 7680. 


Пусть М — точка, лежашая внутри прямоугольника АВСР, и 
5 — ао площадь. Дожазать, что. ь 
арии 
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„Доказательство. Через точку М ‚ лежашую внутри прямоугольника 
АВСР, проведем ЕбТАВ н ЕН1ВС. Обозначим ЛЕ=Бб=а, 


ВЕ=Сб-=Ь, АН =ВР=сн СР=ЮН =4. 
В таком случае 5 = (а+5)-(с+4) =ас+ай +ве+ва, АМ = очей, 


ВМ - че? СМ = „ом Е и требуемое неравенство, 
С.И) принимает вид 


оса чвены < ие фай не ча. ИТ) 


Используя первенство Коши-Буняковского (3.8), можно записать 
два перавенства 


(осы < (ай)? +? и (чье)! 8+) (5 +42), 


Следовательно, имеет место ас+ы <? а? РСТ и айс 


зоне фена Суммируя приведенные выше неравенства, получа- 
‘ем неравенство (3.117). 


[6.71] Найти миинмальное эвчение фунхиии 
а 

5*+5 

/»)= . 


я 
+1 
Решение. Представим функцию у = /(х) ввиде 


2 и Та ! 
= [1 3. 
И(х)= +4 а ( +1+ }* 


ен 


`Используя неравенство Коши (333), получаем неравенство х’+1+ 


+в Поэтому имеет место нижняя оценка функини у= /(=) вн- 
м 


да/(х)=5. Поскольку /(0)=5, то полученная нижняя оценка дости- 
жима, т.е. Ди =5. 


$ Ответ: 7, =5 


В.72] Найти минимальное значевне функции 


а кола ана 
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Решение. Оценим снизу функцию у= /(х), используя неравенство 
Коши (3.2), следующим образом: 


и а я . 
(= =] не =] (> и ) ‚(= :. № 
вый ) С сойх вых) "ох 


зи? х-с05' х 


бя «(р 


Теперь покажем, что У =2-3". Для -тико необходимо найти такое х, 


при котором функция у= /(х) принимает минимальное значение 2-3", 
Нетрудно видеть, что сли /(х)= 2-3", то примененные выше нера- 


венства Коши обрашаются в равенства, н поэтому равенство /(х)= 2-3" 
равносильно системе уравнений 


аа 


2х =1 


одним из корней которой является х. 


Тогда 


Следовательно, доказано, что Хи = =) =2.3". 


ее 


РАЗДЕЛ 4 


Методы, основанные 
на использовании 
монотонности функций 


При решении уравнений типа /(х)= 8(1) в ряде случаев весьма: 
эффективным является метод, который использует монотомность фунх- 
ций у= (+) х у-я(х). Если функция у=У(х) непрерывна и возрас- 
твет (убывает) на отрезке а5х<Ь, в функция у=8(х) пепрерывиа и 
Убываст (возрвстаст) на этом же отрезке, то уравнение /(х)- &(х) на 
отрезке а<х<5 может иметь не более одного корня. 

Напомним, что функция у= /(х) называется иенрерыеной, если мз- 
`лому изменению (приращению) аргумента х соответствует малое измене- 
ние (прирашение) функции у. Другими словами, функция у= /(х) явля- 
ется непрерывной, сслы се график представляет собой испрерывную ля- 
нию. Функчия у= /(х)называстся возрастающей (или убывающей) на 
отрезке а 5х, если для любых 3 и х,, уловлетворяющим неравенст- 
вам 25 <л; <5, выполняется неравенство /(м)</(х2) (соответст- 
венно, неравенство /(м > / (ха) ). Вспи функция у= /(х) является не- 
прерывной и возрастиощей (илн убывакиией) на отрезке а5х55 , то она 
называстся монотонной на этом отрезке. 

В этой связи при решении уравнения /(х) = #(х) необходимо ис- 


следовать функции у= /(х) н у=8() на монотонность, и если одна из 
этих функинй на отрезке а 5х5 6 мепрерывпо убывеет, а другая функция — 
непрерывно возрастшет, то необходимо илн попытаться подбором найти 
слииственный корень уравнения, или показать, что такого корня нс суще- 
зы о ыы поновее © 


зоне 
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функиия уз #(х) непрерывиа и убывает на отрезке 5х5 ипри этом 


/(а)> в(а) то на ланном отрезке уравиение / (+) = #(х} корней не имеет. 
Особенио такой метод эффективен в том случае, когда обе части 
уравнения /(х)=е(х) прелставляют собой весьма «неудобные» для со- 
вместного исследования функции. | 
Кроме того, если функция у— /(х) является возрастающей (или убы- 
зающей) на отрезке а5х=В и уравнение /(х)=с (тде с — некоторая 
константа) на данном отрезке имеет корень, то этот корень единственный. 
Для установления монотонности непрерывных функций у= /(х) 
можно использовать понятие производной. Функция у= /(х) является 
зозрастакицей (убывающей) па отрезке а<х<, если на ланном отрезке 
1 (*)>0 (соответственно /”(х)< 0). 


Задачи и решения 


р ауаеные 
28+ 4х3 =15. 81) 


Решение, Областью допустимых значений переменной х в уравие-. 
3 


‘пин (4.1) являются х2 7 
Так кик на области допустимых значений функимя /(х) = 2+1 + 


+453 являстся непрерывной м возрастающей, то уравиение (4.1) име-] 
ет ве более одного корня. Этот единственный корень + =7 находится 


подбором. 
$ Ответ; х =7. 


2] Решить урависние 


3х1 + 5х +2 = 1, (42) 


Решемие, Из уравнения (42) сводуст, что х2 -. Так ках функция, 


1 
№ огр, сх ДРРРАРЕЕНААОИНАНИ ЧИ ДАНОН ИИНОНИИЗНИЕ 


(х! 
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и возрастающей, то уравнение (4.2) не может иметь более одного корни. 
Подбором находим, что д) =5 — единственный корень уравнения (4-2). 
+ Ответ: 1 =5. 


Решить уравнение 


3-54 + 5: -2+5-4553 


`Решение. Так как функция /(х)=3-\/2х+3+ 3х —2+5- 7+3 яв- 


ляется непрерывной и возрастающей на всей числовой оси ОХ’, то урав- 
нение (43) имест не болсс одного корня. Искомым корнем является 


(4.3) 


Рентить уравнение 
2. Уха 1 Вохна. 

Решение. Область допустимых значений переменной х в уравнении 

(4.4) составляют 15х53. На данном отрезке функция /(х)=2.\Вх+2 + 
+/Е-1 является нспрорывной и возрастающей, а функция 8(х)- 


-\3-х+4 — непрерывной и убываюищей, В этой связи уравнение (4.4) 
мюжст иметь только один корень (если он есть). Подбором находим един- 
ственный корень уравиепия х =2. 


44) 


$ Ответ: 


[-5] Решить уравнение 


УВх+Т- 4 =1- ух, @.5) 
`Решение, Областью допустимых значений переменной х в уравне- 
ин (4.5) являются - 5х<8. 
Уравнение (4.5) перепишем в виде 
Е 
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Пусть /@) = я +7 + 5+5 н (<) =1+\5 4х, Нетрулно видеть, 
зто ва отрезке 1 5х8 функция у= Г) является непрерывной и 
возрастающей, а функция у==(х) — непрерывной и убывающей. По- 


этому уравнение (4.6) может нметь только один корень. Искомым корнем 
является  =-\. 


$ Ответ: х = 


6] Решить уравнение 
8х -2=2. 47) 
`Решение. Первоначально устанавливаем, что областью допустимых 


значений переменной х в уравнении (4.7) являются 25518. 
Уравнение (4/7) равносильно уравнению 


48-х = -2+2. 9) 
Рассмотрим функции (=) = И 8-х и =(х)=Ух-2+2. Нетрудно 
видеть, что функция у= /(х) является пепрерывной я убывающей ва от- 


резке 254518, в функция у=2(х) — непрерывной и возрастающей, 
В такой связи уравнение (4.8) можст имсть только один корепь. Подбором 
нетрудно определить, что х, =2 является корнем уравнений (4.8) и (47). 


+ Ответ: > 


- 2] Рашить ураьвение 
2 +р- 3 +4=0. «9 
Решение. Уравнение (4.9) равносильно уравнению 
0 +4= 3х. (4.10) 
Функция /(х)=х+2+4 является непрерывной и возрастающей 
на эсей числовой оси ОХ’, а функция &(х)=\И-Зх опрелелена только 


эта +< Ца области опоопевения фуикции у=е(х) левая часть ураз- 


\2х+ 7+41+5 =1+15-4х. (4.6) 
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нения (4.10) прелстааляет собой непрерывную и возрастающую функпию, 
а правая честь уравнения — непрерывную и убывающую фунхцию. В этой 
связи уравиение (4.10) имсет не более одного корня. Легко видеть, что 
ху = 1 является сго сдинственным корнем. 


$ Ответ: к = 


Решить уравнение 
АНТ =3х-5+42 +8. в 
Решение. Преобразуем уравнение (4.11) спедующим образом: 
Ут - 8-5, 
(я-то) 
17+/2+8 
ит: „3х8 2 =3х-5. 42) 
Ув Урана +в . ых 


Отметим, что левая часть уравнения (4.12) является непрерывной и 
убывающей функцией, в призах часть — непрерывной и возрастающей 
функинсй на всей осн ОХ’. В этой связи уравнение (4.12) может иметь 
тодько один корень. Этот единственный корень можно найти подбором, а 


=3=-5, 


`Рашить уравиение 


ар ани вв 


Решение. Поскольку левая часть уравнения (4.13) может принимать 


20 


4 


4413) 


о 
поло нохрмитльны зиченинто ЙО нии 54. 
=- 
Если х>4, то левая часть уравнения (4.13) представляет собой не- 
ак тььалА м вглластокитию функимю. а правая часть -— вепрерызную. 
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убывакищую функиню, Поэтому уравнение (4.13) имеет яе более одного 
корня. Подбором находим единственный корень уравнения х =5 


$ Ответ: 


.10] решить урависние 
У —185+25 + УАл 245429 = бу-ай 4. (414) 
Решение, Представим уравнение (4.14) в равиосильном зиде 


Ве -2+ 


Если обозначить (х—3) = у, то из уравнения (4.15) получаем 


ду 


(3) -1=5-(-9)'. (4.15) 


5—» {4.16} 
те у20. 


Ву-2 + У-7 ив своей области опреде- 


7 в 
пения уе влился нспрорывой и возрастиюшей, а функция 3(>)= 


Так как функция /(у 


=5-у булет непрерывной и убывающей на всей числовой оси ОУ, то 
уравнение (4.16) не может иметь более одного корня, Подбором убедимся, 
‘что таким единственным корнем уравнения (4,16) является 


Так как (х-3}} 
д=3-@нх-3+. 


то (х-3} =2 или х-3=+ . Снедовательно, 


+ Ответ: м =3—\2 


|5] Решить уравнение 


417) 


Решение, Из уравнения (4.17) следуст, что -: 559. 


Рассмотрим функпяю 
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Нетрудно убедиться в том, что функция у=/(х) при условии 


= х59 нвнется непрерывной и возрастаюшей. Следовательно, урав- 
нение /(х)=9 может иметь не более одного корня. 


Подбором находим единственный корень уравнения (4.17) вида =6. 


$ Ответ: х=6 


[12] Решить уравнение 
Зи +51+3-16. 418) 
Решение. Введем новую переменную у=`т+3+ 5+1. Так хак 


2 = 354442247 +5х+ 3, то уравнение (4.18) принимает вид у=у2-20 
,. 


_ Поскольку У20, то подколящим корнем уравнения 


или уу 
у -у-10=0 является И =5. 
Следовательно, необхолимо рассмотреть уравнение 
яя +1 =5 4.19) 
Так как функикя /(х)=хт3+ УЕ при х>-1 является непре- 
рывной н возрастиющей, то уравнение (4.19) нс может иметь более одного 


корня, 


Полбором устанавливаем, что хорень уравнения (4.19). 


+ Ответ: х =3. 


13] решить уравнение 
344145" =6". (4.20) 


` Решение. Разделим обе части уравнения (4.20) на 5" м получим рав- 
посильное уравчсиие 


1-м 


14 й Раздел 4 
3.4 (6 За 4 
тв «|-> (: ы| г 
реть (Е) (:) (2) #1 к (5) @] Поскольку $1, 1 < 
и >, то функциз у=/(х) для любого х является непрерывной 


убывакнией, а функция у==(х) — непрерывной и возрастакиисй. С: 
ловательно, уравнение (4.21), в вместе с ним и уравнение (4.20), им 
елинственный (если он есть) корень. Этот корень л, =3 несложно найт 
из уравнения (4.20). 


$ Отает: 


не 


Зена 


5. (4.22 


Решение, Перепншем уравнение (4.22} в виде 
15-5 -4.2% =19 
или 


15.52 =4.4 +19. (4.23 


Если разделить обе части уравнения (4.23) на 42", то получим 


а > 
15(5 =) 
4) Е] 


Поскольку левая часть уравнения (4.24) является непрерывной и в 
растающей функцией, з правая его асть — непрерывиой и убывающи 
функцией, то ураввение (4.24) может иметь только один корень, которы 


$ Ответ: д =. 
2 


[ЕВ] Решить ураанение 


Гиви 
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Решение, Разделим обе части урависния (4.25) на: (27 1 „Тогда 


(4.26) 


‘ 


Подбором нетрудно установить, что х =2 является корнем уравне- 
ния (4.26). Покажем, что других корней это уравнение не имеет. 
Обозначим НЕ. 


Следовательно, каждая из функций узи" ну 


=" является непрерывной 


я убывающей и при этом и? +у* =1. 


Бели х<2, та и* зы, >? ий ие чи =1, Есан х>2, то 
ки, ии и +? =1. 

Слеловательно, если х<2 или х>2, то уравиение (4.26) корней не 
имеет, 


$ Ответ: х =2. 


Примечание, Поскольку «95.1, 0< <1и 
28 2 


1-75 5 


15 ы 
ложить аа и А = возш, где О<и<т, 
то можно пол Е й ы 


В пкоы случае уравление (4.26) принимает вил зи у+ соя" = 1 . Однако из- 
вестно, что уравнение вп в+ соз" =| имеет единственный хорень д =2. 


5 Коееораиьиюе 
№8. (7-х) =х-1. 427) 
Решение. Областью допустимых значений переменной х в уравне- 

пи (4.27) являются х<7, 
Рассмотрим функции /(х) = 1083 (7-х) и &(1)=х-1. Известно, что 


6 Разел4 


Функдия уе лир пре < г ЛЕНТ ВОЕН РИуСЫИНыВоВИ Не 
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шия у=8(х) — непрерывной н возрастакиией. В этой связи уравнение (4.27) 
может иметь только один корень, т.е. д =3, который легко находится 
‘подбором, 


$ Ответ: м =3. 


Решить уравнение 
лов, (1+) = юз х. (4.28) 


Решение. Введем новую переменную у=Ювух. Тогда х=3”, 


1+ =1+ В)” н уравнение (4.28) принимает вид 
1=(5)' 


Уравнение (4.29) имеет очевидный корень у, = 2. Покажем, что дру- 


2. (4.29) 


тих корней нет. Для этого разделим обе части уравиених (4-29) па (45 у 


‘тогда 


(430) 


Ц 
Так как —_<1,а = >1, то левая часть уравнения (430) является 
ил в 


‘непрерывной и убывающей фувкцией, а правая часть — непрерывной и | 


вопрастакищей функцией. Позтому уравнение (4.30} если ныеет корень, 
так только один, Ранее было установлено, чо и =2 — коронь уравне- 
ия (4.29), Следовательно, этот корень единственный. 

Таким образом, имеем 10; х, = 2. Тогда единстве 
нения (4.28) является х =9. 


‚м корнем урав- 


$ Ответ: м =9. 
Решить уравнение: 
х = 5544, 30) 


Решение. Первоначально убедимся, что х=0 не является корнем 
уравнения (4.31). Пусть теперь х# 0. Тогда обе части уревщения разделям 


3 5+4. 


(4532) 


Пубь Де" и 5). Пара они фуниций влется 
х 


яспрерывной и возрастакиней на всей числовой оси ОХ , а вторая функ- 
пля — убывающая, о ис являстся непрерывной, так как функция <(х)= 


а 
=5+— не определена в точке х=0. Поэтому необходимо рассмотреть 
х 


дна случая, а именно, х<бих>0. 

Если х<0, то обе функции являются непрерывными м одна из них 
возрастающая, в другая — убывающая, Поэтому уравиение (4.32) имеет 
нс более одного отрицательного корня. Этот корень д, =! находим под- 
бором. 

сли х> 0, то по аналогии © рассмотрением предыдущего случая де- 
лаем вывод о том, что уравнение (4.32) имеет ие более одного положи- 
тельного корня. Этим корнем является х, =1 


+ Ответ: = -й, т, =! 


ВЕ19] Решить уравнение 
@33) 


Решение. Обпастью допустимых значений переменной х в уравне- 


‘нин (4.33) являются х>0. Поскольку х> 0, то можно обозначить х=2”, 
ке у — любое число. В таком случае уравиение (4.33) принимает вид 


з . 
>)" н1=(#) или 37+1=4”. Последнее урлинение имет корень 


. Этот корень слянственный, так ках уравнение 37+1=4” равно- 


= 
с ен 1 [8] „ком ны ет пет 


‘собой непрерывную н убываюшую на всей числовой оси ОТ функцию, а 
правам часть — непрерывную и возрастающую функиию, 
Так как х=2” им =1, то ж=2. 


Фоме =? 


на х и получим уравиение 
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Решить уравнение 
2н эле 6.34) 


Решение. Для раскрытия модулей в правой части уравнених {4.34). 
необходимо рассмотреть три случая. 
1. Если х<-1, то я, [к+ | [=-х-1-х+1--2х м уравнс- 


х 


Пусть Уд) =2' и = 5: 


ние (4.34) принимаст вид 2* 


Первая из этих функций при х<-1 непрерывно возрастаст, а вторая 


1 
по- 


функция непрерывно убываст, Однако /(-1)=1<8(- = 


этому уравнение 2" = Е корней не имеет, 


2. Если —15х51, то из (4.34) получием уравнение 24 


т 1 
ротослетуст [вии а =. 


3. Если х>1, тогиа 27° и По аналогии с первым случаем можно | 
установить, что это уравнение корней не имеет. 
й. 
$ Ответ: и =-7,х =: 


21] Решить систему уравнений: 


2у-(3+10-юв, 2) =2? +х+3у?, 
(435) 
(мы 


`Решение, Областью допустимых значений переменных х и у всис- 
теме уравиелий (4.35) являются х> 0, хя1 иу<3. 
Поскольку х>0,т0 х+3>3 н из второго уравнения системы (4.35) 
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Подставляя значение и =? в первое уравнение системы (4.35), по- 
пучаем 4(3+10-ю6,2)=47 +х+12, 4008,2 =? +х нли 


Юв:х= (4.36) 


2 +х 


40 


Пусть Убе =Ювух и 50) = . Поскольку при х>0 функиия 


1+ 
у= ® анляется непрерывной м возрастающей, а функция у=#(0 — 
непрерыюной и убывающей, то уравнение (4.36) может иметь только один 


корень. Так как /(4)=2 и 8(4 
нения (4.36). 


2, то м =4 — искомый корень урав- 


+ Ответ: к =4, 


[22] решить неравенство. 
М5 > 1. (4.37) 


Решение Областью попустимых значений переменной х в нерався- 


стве (437) явияются 25 1 


Пусть /(х) = /Т-5х и в(х)=х-1. Рассмотрим уравнение /(х)= 
-8(<). Функция у=/(х) на области допустимых значений х является 
непрерывной и убывающей, в функция у= #(х) — непрерывной и воз- 
растающей. Поскольку уравнение /(х)=д(х} имеет корень м =2 (ко- 
торый легко найти подбором), то этот корень является единственным. 
Слеловательно, решением неравенства /(х)> #(х) являкися любые зна- 
чения х, для которых х<2. 


$ Ответ: х<?. 


23] Решить неравенство 
\+3>3-1. 439) 


Решение. Областью допустимых значений переменной х в неравсн- 


бо Ыб о Аа МВ 
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Пусть /(х)= +3 н #0) =3-У; . Нетрудно показать, что непре- 
рыввия функция у= /(х) из области лопустимых значений переменной 
х возрастает, & непрерывная функция у= (>) — убывает. В этой связи 
уравнение /() =8(%) может иметь только сдинственный корень, кото- | 
рой пегко найти подбором, т.е. х, =1. 

Поскольку функция у= /(=) возрастающая, в фувкция у= 5%) убы- 
вающая, то при х>! справедливы неравенства /(х) > Х() я 8(%) < 8). 
С учетом того, что /() = #) ‚ отеюля получаем неравенство /(х) > в(%) 
для всех х> 


$ Ответ: х>1. 


Решить неравенство 
+\-3>@-$. 


Решение. Облистью допустимых значений переменной г в неравен- 
стве (4.39) являются 35х<16 
Пусть /(«}= 55+ 45-3 и #(:)= Р-Я . Нетрудно видеть 
что /(3)=1 и &(3) = 2-38 <1. Поскольку на облисти допустимых зна. | 
чений переменной х функиия у= /(х) непрерывно возрастает, а функиия 


(439) 


у=8(х) непрерывно убывает, то при х> 3 имеем /(2)> /(3)=1 и 
8(1)<()<1. Отоюла следует, что неравенство 7 (х)> #(х) имеет ме- | 
‘сто лля любых х из отрезка 3<х<16. 


$ Ответ: 352516. 


стве (4.38) являются х2-3, 


РАЗДЕЛ 5 


Методы решения 
функциональных уравнений 


К числу наиболее сложных залач на вступительных конкурсных эк- 
заменах по математике относятся задачи, решенне которых сводится к 
рассмотрению функциональных уравнений вида 


(7$). 51) 
ие 
(=) =»), 62) 


где /(х).&(*),/(х) — пекоторыс фуикциии я>2. 

'Метолы решения функциональных уравнений (5.1), (5.2) основаны на 
использовании следующих теорем. 

Теорема 1 

`Корпи уравиении /(х)= х являются кориями уравиения (5.1 


— корень уравнения /(х) 
Их) = жо- Тогда справедливы равенства: 


ДИ) = Иж). 
До) = ео, 


Доказательство. Пусть х= те 
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Отсюда следует, что 


ИЦ.) 


да 


т.е. = ху являотся хорнем уравнения (5.1). 


Теорема 2 

Если у=/(=) — возрастающая функция на отрезке а<х<ь и 
< /(х)<Ь, то ма данном отрезке уриннения (5.1) и /(х)= х равно- 
сильны. 


Доказательство. Пусть х— хо являстся корнем уравяения (5.1), т.е, 


ДД) 


ты 


Предположим, что х=дь не является корнем урависния /(=х, 
т.е. Дж)#ж. Не нарушая общности рассуждений, будем считать, что 
ж < /(ха) , Тогда в снлу возрастания функции у= /(х) справедлным но- 
равенства 


аз < /(№)</(/ (< 


Так как 


то из приведенных выше неравенств следует, что хо < жь. Таким образом, 
получили ложное неравенство. А это озничист, что /(хо) = до. 
Отсюда и из теоремы 1 следуст справедливость тсоремы 2. 


Следствие 1 
Если функция у= /(®) возрастает для любого х, то уравнения 
1) и Ла) =х равносильны, 


Следствие 2 
Если фуикция у= /(х) возрастает на своей области определения, 


п ры ЯР 
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Более сложным является решение уравнения 
когда на искотором отрезке 25х55 фуикиия 
зающей. 

В данном случае имеет место аналоги теоремы 2 и двух следствий 
только при условм, что в уравнении (5.1) значение и нечетное. 


) в том случае, 
{%) является убы- 


Теорема 3 

Если у=/(=) — убывающая функция на отрезке ах, п — 
иечетное и а< /(х)5Ь, то на данном отрезке уравнения (531) и 
Их =х равносильны, 


`Докизательства. Пусть х= ж является корнем уравнения (5.1), т.с. 
ДИ.) 
о 

Предположим, что х=х не является корнем уравнения /(х)=х, 


ге. Доу)я о. Не нарушая общности рассужлений, будем считать, что 
а </щ)<Ь, Тогли в силу убывания функпии у= 4% на от- 


<Ь получаем неравенства /(к)> /(/(ж)), Х((к))< 
КИН), ЛИ в> Пи) ит. 


Так как и — нечетное, то. 


резке а 


ИИ. ))< ЦИ... 


Поскольку 
ДИ-и = № 


то из последнего неравенства получаем 


‘тд уравнения (5.1) и (х) = х равносильны, ее балы дебабавыызнвась дббыььзавый 
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. Ка). ‚ 
ДИ-(и > Ды. т.е. 80%) * Из). Не нарупая общности рассуждений, будем счн 
—_— тать, что &(1о) < (хо). Отсюди в зависимости от того, какой является 
= 


т.е. ж>Л(№). Получили противоречие тому, что по предположению 
х < (м). Следовательно, /(щ) =. 
Отсюда с учетом теоремы № следует справедливость теоремы 3. 


Следствие 3 
Если функция у= /(*) убывает дли любого х и п — нечетное, 
то уравнения (5.1) и /(х) = х равносильны. 


Следствие 4 

Если функция у= /(0) убывает на области определения м п — 
мечетное, то уравнения (51) /(х)=х равносильны. 

Так как в рассмотренных выше случаях функиия у= /(х) является 
убываюищей, то уравнение /(х)= 
скольку уривнение (5.1) с убывающей функпией у = /(х) и нечегным зна- 
зением п равносильно уравнению /(х) = х › то уравнение (5.1) также имо- 
сте более олного корня. 

Если в уравиекии (5.1) = /(х) — убывающая функция, в п 


может иметь тольхо один корень. По- 


чет- 
ное, то в общем случае уравнения (5.1) и /(х)=х не являются равно- 


сильными. Например, уравнение \—Л-х=х имеет три корня м =0, 


ны 
ж-1, ж=-5”- и только третий корень уловлетворяет уршнению 
М-Е=х. 


В данном случае лля поиска корней уравнения (5.1) необходимо про- 
волить дополнительные исследования, 

Теорема 4 

Если у=/(&) — возрасташнщая (или убывающая) функция, то 
упавнения (52) и в =Ко® равноеильмы на области допустимых 
значений переменной х в уравнении (5.2). 


„Доказательство. 
1. Пусть х — корень уравнения (5.2), т.е. Хаяо) = Ух). 


_х) ив областя допустимых зиачений уравнения (5.2) воз- 
раствюшей или убынающей, получаем неравенство /(8(о)) < /(# о) 
или /(#6%))> /(#)). соответственно. В каждом из двух случаев 
ямесм ложное неравенство. Значит, в(жь) = (хо). 


. Пусть 4 — корень уравнения &(х) = А(х), т.е, я(о) = Я(ж). Отек 
ля следует Д(я(%)) = бо). 


‘Следствие 5 


Если у=/(2) — возрастающая (или убывающая) функция на 
множестве значений функций у-&() и у=Мх), то уравнения (52) 
и в(х)= (+) равносильны. 

Также следует отметить, что при решении функционального ураве- 


ния (52) необходимо впимательно рассматривать случай, когда функпия 
= /(х) является четной. 


Теорема 5 


Если четпая функция у — /(х) определена на отрезке —а<т<а и 
возрастает (или убывает) при 05 х<а, то ма данном отрезке урав- 
мене (5.2) равносильно совокупности уравнений &(х)=МХ) и 
#() = Ка) при условии, что —а < 8%) <а и -а5 за. 


` Доказательство проводится по аналогии с докизательством преды- 
дущей тсоремы, При этом используется четность функции у= /(х), т.е. 


кам У(е(л)) = Х(и()} то Л(в(х))=Л(-#о). 


Примечание. Пля более глубокого изучения методов решения уравис- 
ний (5.1), (5.2) и функциовальных уравнений других типов можно обра- 
титься к статье Чучнева И. И. и Мешеряковой С. И. «Уравнения вида 
(в(#)}- ДВС) и нествилартные методы решьнии» (Математика в шко- 


Предположим, что хо не является корнем уравнения д(х) = х), 
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Задачи и решения Решение. Облястью лопустимых значений переменной х в уравнс- 

нии (5.6) хвляются х>1. Уравнение (5.6) равносильно уравнению 
Е] Решить уравнение И к (57) 
веры, (533) Пусть /(х)= 1+; . Тогла уравнение (5.7) принимает вид функино- 
тле квадратный корень берется раз (и>2) нального уравнения /(/(х)}=х. Так как функция ›=7(х) является 


возрастающей на обльсти допустимых зпачений переменной х, то уравис- 


Решение; Из уравнения (5.3) слелуст, что #22. Введем фузкцию не аренинию урвнение о (Е, рввен 


(к) =2+\Х. Тогла уравнение (5.3) принимает вид функииовального 


: в 
уравнения (5.1). Так как функшия /(х)=2+\/ возрастает при х>0, то равносильно уравнению 1+ =х, из которого получаем я’ ты 
уравнение (5.1) равносильно уравнению х= /(х) (см. Теорему 2),т. с. урав- 
мение (5-3) равносильно уравнению х=2+ Ух, которое имеет единствен- 
ный положительный корень д, =4. 

+ Ответ: х —4 
Е2] Решить уравнение рено уравнение 
6 = +6. (54) а ЗА 
(нах +97 44х42) 42-5 6) 
Решение. Уравнение (5.4) равносильно уравнению ь 
д= 5 +6+6. 65 Решение. Областью лопустимых значений переменной х в уравнс- 
нии (5.8) является чисповая ось ОХ. 
Пусть /(х)=$х+6, тогла уравнение (5.5) принимает вид Пусть /(х)=2? +4х+2, тогда уравнение {5.8} можно переписать в 


(«= х. Поскольку функция у= / (4) вотрастает на всей числовой виде функинонального уравнения /(/(х))= х. Однако из всей области 


оси ОХ , то уршенение /(/(х)) = х ривносильно уравнению /(1)=х, лопустимых значений переменной х функиия /(х) = +4=+2 не являет. 


т.е. уравнение (5.5) равносильно уравнению +6 =х или л°-х—6=0, я монотонной. Поэтому уравнения /(/(2))=х и /(х) =х вобщем случае 


Так как д 5-6 =(#-2)(9 +2143) и 4? +2х+3>0. то уравнение нс являются равносильлыми, т.е. переход от уршнения /(/(1)}=х к 


2 -х-6=0 имеет одииствонный корень  =2. уравнению /(х) = х может сопровождаться потерей части корней. 
В этой связи будем действовать следующим образом. 
Рассмотрим уравиение /(х)=х, кори которого являются коряхыи 


63] Решить урявнснис уравнения /(/(х)) = < (см, Теорему 1), т. е. уравнение 


И = 


$ Ответ; х, 


ь (5.6) 
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Решая уравнение (5.9), получаем л, = 2 и х, =-1. Естественно, что. 
ж, хз — корни уравнения (5). 
Для поиска остальных корней уравнения (5.8) представим его левую 
часть в виде многочлена четвертой степени путем раскрытия скобок, т. ©. 
25° 480 +240? +35+14=0. (5.10) 
Так как м, =-2 и х, =-1 являются корнями уравнения (5.10), то для 
поиска остальных корней уравнения (5.10) необходимо разделить много- 
член х* 85° +245 +3 +14 последовательно на х+2 и х+1, т.е. раз- 


делить но выражение (х+2}{х+1) = <? +3512. В результате таких дейст- 


вий получим квадратное уравнение д? +5+7=0, которое лействитель- 
ных корней ие имеет, р 


$ Ответ: д. = 2. х, 


Решить уравнение 
2—6 1226-х {511) 


Решение. Преобразуем уравнение (5.11) следующим образом: 
2-66 4+127 -8=/2-1-2, 


(2-28-52, (2-2 2-1. 


Отсюда получаем уравнение 


66.12) 
Пусть Л) = {2-х ‚ тогда уравнение (5.12) принимает вид 


ДИ )== 613) 


Поскольку функция /() - 2-х является убывающей на всей чи- 
словой оси ОХ и при этом п- печетное (см. Теорему 3), то уравнение 


(5.13) равносильно уравнению /(х) = х, т.с. уравнение (5.12) равносиль- 
во уравнению {2-х =х или х`+х-2-0. Уравиение 27+х-2=0 име- 
ет елинственный дейстнительный корень х =1. 


Хх +35+2=0. (5.9) 
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Решить уравнение: 
45-21 =. 64% 


`Решепие. Пусть /(х)=\6-2х . Тогда уравнение (5.14) принимает 
вил х= (1 (х)). Так как функция 1) =У6-2х на области определе- 
ния х<3 является убывающей и при этом и- четнсе (см. Теорему 3}, то 


вопрос о равносильности уравнений (5.14) и 5-25 = х остается откры- 
тым, 

В этой связи полесообризно решать уравнение (5.14) другими мето- 
лами, не рассматривая его как функциональное уравнение, Провллюстри- 
руем решение уравнения (5.14) одним из таких методов. 


Оболначим 6-25 = у. Тогда из уравнения (5.14) получшем систему 


уравиений 
46-2 =л, 
6-25 =. 


`Из системы уровпопий (5.15) следует, что б5х= {6 и 0<у<./6 
Вознедем в квадрат оба уравнения системы (5.15), а затем из первого 
а 
У? пли 


(5-15) 


уравнения вычтем второе. Тогда получим 2х—2; 

{и-у)(к+у-2 

Пусть х-у-0, Так как = 6-21, то получили уравнение х= 

Уб-2х. ле 05х56 . Уравнение д = \6-2х равносильно уравнению 
22 +2х-6=0, подходящим корнем которого являстся м = 1+7. 


65.16) 


Пусть х+у-2-0, Тогда имест место уравнение \б-2х=2-х, из 
которого следует, что 2<2. Отсюда получаем квадратное уравнение 
2 -25-2=0, которое имеет два кория х,; -1+-Д . Ранее было уста- 
зовлено, что 0<х52, Поэтому значения хз м ху не могут быть корнями 
уравмения (5.14), 


$ Ответ; м = 1+7. 


Б:7] Решить уравнение 


$ Ответ: х 
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вх 
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`Решепие. Уравнение (5.17) можно переписать как |1 (шх+ 1)+ 


Пусть /(х) = шх+1, тогда уравнение (5.17) принимает вид функцио- 


нального уравнения /(/(х))= х. Поскольку функция у= 1х является 
непрерывной и возрастающей при х> 0, то уравнение /((х) 


сильно уравнению /(х) 


х равно- 


„т.с. уравнение {5.17} равносильно уравнению 
ШТ =х, 619 


Очевидно, что я) = 1 является корнем уравнения (5.18). Покажем, что. 
этот корень единственный 

Для этого риссмотрнм функцию &(х)= шх+1-х, заданную на ин- 
тервале 0<х<®, Известно, что # (1) = 0. Кроме того, имеет место 


# (<) 


Пусть 0<х<1, тогда 5'(х)>0. Следовательно, функция у=х(х) 


возрастает и поэтому #(х)<&(=0 

Пусть х>1, тогда а’ (х)<0 и функпия у=а(х) является убываю- 
шей, те. 8(1)<5(1)=0. 

Отсюла следует, что я(х)<0 для любого х>0 и хи!. Значит, 


уравнение (5.17) имеет единственный корень х, = |. 


$ Ответ; 


6.8] Решить систему уравнений 


|5 


{> 45.9) 
= 
Решение, Перепишем систему следующим образом: 
=, 
4у=У +, (5.20) 


Из первого уравнения системы (5.20) следует, что х21. Введем в 
рассмотрение функцию /(х) = \/Е+1, определенную для х21. Тогда из 
системы уравнений (5.20) получаем х= /(у), у=/(2) и г=/(х). От- 
сюда вытекает функциональное уравнение: 


ДДИа)-= 620 


Так как функпяя /(х)= Ме +1 на области определения является 
возрастающей, то уравнение (5.21) равносильно уравнению /{(х)=х, 


тв. Уечнх или Ух=х-1, 
Так ках х21, то после возведения в квадрат обенх частей уравнения 


\ 


3 
которое имеет два корня да = 


-! получаем равносильное квадратное уравнение х-3х+1=0, 
#45 


. Однако только один его кореяь 


3+5 


удовлетворяет неравенству х21,т.е. = 


2 

Поскольку получили единственное значение переменной х, которое 
удовлетворяет системе уравнений (5.19), и уравнения заланной системы 
являются сныметрическими относительно вхождения переменных х, у и 


358. 


2,10 д=и= 


3+5 


$ Отает: х = 


2 
3445 
2 


`Решить систему урзвнений 


У == {5-22) 


`Решение, Перопишем систему уравнений (5.22) в виде 
а 


623) 


зу. 
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Отсюда следует, что х>1. Пусть /(л) = д? +1, тогда из (5.23) полу- 
звем функциональное уравнение 

ге) = 

Так как функция /(к) = х? +1 при х21 является возрастающей, то- 

тда вместо уравнения (524) можно рассматривать уравнение Г) =х, 

т.е, 2+1 = д, Нетрудно убедиться в том, что уравнение х’ —х+1=0 не 


имеет корней (дискриминаят уривневия отрицательный), поэтому задан- 
ная система урависний (5.22) также нс имеет корней, 


$ Ответ: корней нет. 


(524) 


Решить систему уравнений 


«(1+ =2: 
(1+2) =2 
=(1*\)=2, 


(5.25) 


Решение, Областью допустимых значений переменных х, у нз всис- 
теме уравиений (5.25) являются х>0, у>0, 2>0. 
Систему уравнений (5.25) перепишем в равпосильном виде 


й 
1+/” 


у ; (5.26) 


получаем функциональное уравнение /(/(/(х)})=х. Так как функция] 


9-2 является убывающей, то уравиение /(/(У(*)))=х 


Отсюда получасм хх +х-2=0 или 


(М2 +2) 0 


Так как х>0, то 42/5 +2>0 и из уравнения (5.27) следуст, что 
$: 


переменных у н г, получаем у, =Тн 2 


627) 


=0 или х =1. Проведя аналогичные рассуждения относительно 


$ Ответ: х =1, у =1, д =1. 


Примечание, Припедем еше одни способ решения системы ураинений (5.25), 
который ие использует понятие функиионального уравнения. 


Нетрудно заметуиь, чю =], и=1, д =1 явияется корнями системы 
уравнений (5.25). Покажем, что других корней нет. 


Если х>1. Так как х(1+ /)=2, то 1+{у<2 или у<1. Однако, 
+ )=2. Поскольку ух, ю 1+УЕ>2 наи #>1. Далее, =>1 и 
2+2. ока 147 <2 ива 1. Получний противоречие, так как 
по прелиоложению х> 1, 


едн х<1, то по аналогии с предыдущими рассужденкями получим, что 
У>1. 21 в х>1. Следовательно, здесь таюже имеет место противоречие: 


В] Раши сыстем уминений 


628) 


Решение. Из системы уравнений (5.28) следует, что 05л<1, 
Озу<тио<Е<1 
2 


Ввелем в рассмотрение функцию У(х)=— > 
1+4х 


1(г), у=/(х) и == Г(у) 


=. Тогда систему ураь- 


нений (5.28) можно представить в виде 


‘носильно уравнению /(х) = х» т.е. =х. 


2 
+\ 
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1 43? 
—— =, ю фунищия /(=) => является 
1+4 д ) 144? 


возрастающей при условии, что 0<х<!. В этой связи уравнение 


Поскольку /(х)= 


(7) воввосильвю уравнению х= /(х). Следовательно, име. 


системы (5.28), то получим ул би у, =2: 


$ Оте. 


=0, 1-0, д= 


ел 


|5] Решить снктому уржинений 


+2 +25, 


+2 +21, (5.29) 


1+2 +22, 


Решение. Обозначим /(ку=х’ +257 +2х. Тогда из системы уравнс- 
ний (5.29) получаем Убе =у, Хоу и (2) =х. Отсюда следует, что 


иии)))=х. 


Поскольку 


: а 
“(х)=3х2+4х+ (3) +=>0, 

Л) = +45 р 

то функция у= /(#) возрастает на всей числовой оси ОХ’ и поэтому 
уравнение /(/(/(х))}= х равнослльно урависнию /(у) =х. Корнями 
уравнения +25 +2х=х являются х=0 и д, =-1. Если значения м 
и д, подставить в уравнения системы (5.29), то получим Я =0,2, =0 и 
= 2, =-1. 


ив. = /(1)=/(/()) = (И) 
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Решить систсму уравнений 
2 +х+6=3), 
+46 =82, (5.30) 
[27414685 


Решение. Пусть (3 


(2+6) тоа систему уравнений (5.30) 


можно порелисать в виде функционального уравнения 


ИИ) 531) 


Так как функция /(х)= 


8“ +х+6) является непрерывной и воз- 


растающей на всей числовой осн ОХ’, то уравнение (5.31) равносильно 


уравненню /(х)=х, т.е. лы или ® -7+6=0. Корнями 


кубического уравиемия нилшются х,=1, т; =2 и %=-1. Используя 
уравпения системы (5.30), петрудно вычислить значения переменных у и =. 


[В:1а] Решить уравнение 


(окно аы тан) -0 (632) 


Решение. Пусть = +7 =). Тогда уравнение (5.32) при- 


нимаст вил /(2=+1)+ /(х)=0 илн /(2х+1) =-/(х). Так как функиия 
пон =) является шечетной, то —/(х)= /(-*)- 


В этой связи уривиение (5.32) принимает вид функционального урав- 
нения /(я(х))= /(в(х)) › где в(х)=2х+1 и #(х)=-х. Так как фушк- 


$ Ответ: м -0, у =0, 5 =0; х, 
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ция у= /(х) возрастаст на всей числовой оси ОХ , то вместо уравнения 


ы `Мотоды решения функшиональных уроаноний 137 


(8 (*))= (К) можно рассматривать уравнение 5 (=) = #(х) (см. Тео- 


рему 4), т.е. +1 =-к.Топа д =-1. 
+ Отает: х. --. 


5:15] Решить уравнение 


(6.31) 


1+ п 


Решение. Уравнение (5.33) равносильно уравнению 


арфы) - 8) (5.34) 


Поскольку правая часть уравнения (5.34) является положительной, то 
45-х? >0 нлн 0<х<4 


Пусть /(х)= 5 +/+ 1). Тогда уравнение (5.34) можно переписать 


Да-я)=/(В}, 535) 


тде 0<х<4. 

Так как функция ›= /(х) является непрерывной м возрастающей на 
всей числовой оси ОХ, то уравяение (5.35) равносильно уравнению 
4х-д? «3. Отоюда получаем уравнение х* —4х + =0, корнями ко- 


торого являются хз =2+ 
Поскольку 0<л <4 и 0<х, <4, то корнями уравнения (5.33) явля- 
ются хх. 


$ Отает: х =2+44- В, в=2-4-В. 


516] Решить уравнение 


‚Решение. Урависние (5.36) можно переписать как 


(=- } ва -}- 2) +2] (537) 


Пусть /(х)=д? +2], тогав уравнение (5.37) привимает вид фунх- 
пяонального уравнения (5.2), в именно. 


/(в(\))= (и), 4538) 
где вх) =? Ти #(х)=2х 
Отметим, что функция у= /(х) является четной, так как /(. 


= /(#). Нетрудно видеть, что при х20 функция /(х) =? +2]1] являет- 
ся непрерывной и возрастакишей, в при х<0 — непрерывной и убываю- 
пей, В этой связи (согласно Теореме 5) уравнение (5.38) равносильно со- 
вокупности уравнений &(х) = Аб) и 2(х)=-#0), 


{х) принимает вид д?—1=2х иди х? -2х-1=0 


Тогда ж =1+/2, д, =1- М2. Из уравиения (х) = -И(%) вытекает урав- 


Уравнение 8 (5) 


нение х2—1=-2х или х2+2х-1=0. Отсюда получаем х, =-11/2 и 


У. 


ж= 
4 Ответ: х =14 0, о =1- №, в =, = 
17] Решить уравнение 
(+= 2} 2-2 = 
2) +2 -2=х, (6.39) 


Решение, Представим урависнис (5.39) в виде 
коуч нк-аню +. (6.40) 
Пусть У(к)ня? ня, (д) = +х-2 и й(х)=х, тогда уравне- 
ние (5.46) представляет собой функпиональное уравнение вида (5.2), 
те /в(#))= (=). 
Поскольку функция /(х)=х` +х является непрерывной и возрастаю- 


(5.36) 


ха" тя ак +4] 
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щей на всей числовой оси ОХ, то (соглисно Теореме я) уравнсиис 
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1(&(3))= (и) равносильно уравнению я(х)=А(х), т. ©. уравне- 
нис (5.40) равносильно уравнению д? +х—2=х или х' =2. Отеюде по- 
лучаем = нх =. 


+ Ответ: < =, =. 


Решить уравнение 


зи 


(541) 
ж+1 ++ 


Решение. Обозначим /(х)=тх, (х)= 


тогда уравнение (5.41) можно записать в виде функционального уравие- 
ини /(а(х))+/(*(х)) = ©. Поскольку функция /(х) = зах жнляется не- 


четной, то =У(я(х)) = /(-#(*)) 

`В таком случае уравиеные /(8(х))+/(#(х))=0 будет равшосильно, 
уравнению (с) = 18). 

Известно, что функция /(х)=э0х на промежутке << яв- 
ляется возрастающей. Так как ев и 0<#(х)5 $ можно 


утверждать, что функция /(х)=зй1х возрастает на множестве значений 


фувкшии (8). поэтому уравнение 7(#(3))= 


Я чх+2 

= /(-в (+) равпосильно уравнению 8 (х)=—#(х).т. ©. 
х 1 

Я +х+2' 


Отсюда получаем кубическое уравнение д? +2? +2х+1 = 0, которое 
имеет единственный лействительный корень м = —1. 


819] Решить уравнение 
(1 +4х-4-2 +4, (5.42) 
Решение. Областью допустимых значений переменной х в уравнс- 


нии (5.42) являются х20. 
Уравнение (5.42) равносильно уравнению 


(ка =я +4, 
которое можно переписать в виде функиионального уравнения /(#(х})= 
цз) где Гада, в(храх-1 и (к) =Ух. 
Так как /'(х)=45° +4, то функция /(х)=х‘+4х возрастает прн 


условии, что х> -1. Поскольку на области допустимых значений пере- 
менной х выполняются неравенства х(х)> Ти М20, то можно ут- 


вержлать, что функция /(х)= х* +4х возраствет на множестве значений 
функций у=8(х) и у=А(х). В этой связи (см. Следствие 5) уравнение 
И(а(3)) = (=) павносильно уравнению 2(х)- (х). 


Изуравнения х-1= г получаем Ух - 


3+5 
а 


$ Ответ: х 


Решить уравнение 
зи х- Зи? х=с0$' 2-3<0%2х. 543) 
Решение, Перепииием уравнение (5.3) в виде функционального уравнс- 
вия 7(8(х)) = /(#(#)) „Для этого положим У(=)- д°-3х, 2(х)= 81 х 
нй(х) = <052х. 
Поскольку /’(х)=37 -3 и 05809) <1, -1$ (5) <1, то функция 
(сх) =® -зх убывает на мнозкестье значений функций 8х), А(х), т.с. из 
отрезке -1<х<]. В таком случае уравнение /(8(х)) = /(#(х)) раяно- 
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сильно уравнению мп’ х = с0%2х, из которого следует 


мотоды решении функшомальных уровнвний м 


НБ изу нии ва! 


Отсюда получасм корни уравнения (5.43) 
лей и, 


тде п — целое число, 
1 


Й 
$ Ответ: к асс + ли, где п — целое число. 


5:21] Решить уравнение 
ем уе 


1=4* (544) 


Решение. Перспншем уравпение (5.44) в виде равносильного уравне- 
ция 


эл 4) 


=2" 3". (5.45) 
Положим /(х)=2°-3*, =(л] 


Зхз1 и вх) - 2 _ Тогда урав 
нение (5.45) принимает вид функционального уравнения И&6)= 
=1(8(>)). 

Так как /"(х)=№2-2"+3-5" >0, то функция /(х)=2'- 
ляется возриствюшей на всей числовой осн ОХ. Тогда уравнение (5.45) 
равносильно уравнению #(х)=#(х), т.е. х -3х+1= 


2х. Квадратное 


уравнение х* -5х+1=0 имеет два корня х = 


1 
2 


т 


ЖЕ - 


7] 


+ Ответ: 


6.22] Решить уравнение 


влов (+5) =3(2 +5). (5.46) 


В 


"Перепишем уравнение (5.46) в виде 


(5.47) 
а поожим дд-®в А . Отметим, что здесь 
‚ #х 
я 
#()--{ 5-5) + 


`Нетрудно заметить, что уравнение (5.47) имеет вид. функиионального 
уравнения /(5(х))= /(#(х)} ‚сле 2(х)>4 к #(х)=8. 


Поскольку /* (5) - ЮВЕ, то /"(х)<0 при х>е. Отоюва 
х 


Г 
спедуег, что функция /(х)- ВЕР убывает на множество значений 


функций у=д(х) и у=й(х}, т.©. убывает на интервале х>4, Поэто- 


му урависние (5.47) равносильно уравнению 2 -х+5=8. Отсюда по- 


2 1-3 
пучаем уравнение Х х-3=0, когорое имеет два хория $ = и 
„МУЗ 
=. 
$ Ответ к = ИХ, и, В 

2 2 
[23] Рышить уравнение 

: ы 3 
8 (> 2-2) = в, (5 2=-3). 648) 


Решение. сли разделим на 2 обе части урависния (5.48), то, исполь. 


зуя свойство погарифмов 108., и= Лора, получим уравнение 


ов, (2-2) = над (2 -2=-3). 6.49) 


Обозначим х* 25-3 =а и 7+4-В =В, тогда уравнение (5.49) мож- 
но переписать » виде обр (2+1) = ЮБь а. Полученное уравнение преоб- 


О 


чений переменной х совпадает с множеством всех действительных чисел, 
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разуем как 
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ювь(а+1 
вые 3 ви 
ве. 10вь (5+1) нли 1юд, (+1) = 08» (+1). 

Пусъ  /(:)=108.(:+1). Вычисльм производную функции 
у=/(#). Тогда 

п 2-(#+1). м (+). 

2. (2+1) 


ле) 


Очевидно, что /'(:)<0 для любых г из области определения функ- 
ции у= /(2) . Следовательно, функция = /(:) убывает при 0<2<1 и 
2>1. В этой связи уравнение /(е)= (5) равносильно уравнению а=Ь. 
Равносильность данных уравнений следует из того факта, что 5>1. 

Так как а=2? -2х-3 ни 6=7+4\8 , то получаем уравнение х?— 
-2х-3=7+4\8, которое имеет два корня м =1- 148 и зе 


= вУнаД. 
+ Ответ: м =1- В, д =1+ 1+4. 


Решить уравнение 
5] У! 
(2 ++ В "9. (5.50) 


Решение. Посиольку х?+х+2>1 при жех х, то областью допусти- 
мых значений порсменной х в уравнении (5.50) является множество всех 
действительных чисел. 


Положив /(х)=х"', в(х)=х' +х+2 и #(х)=3, увидим, что урав- 
венне (5.50) принимает зид /(я(х))= У(#(х))‚ где &(х)>1 и (х)=3. 
Так как из двойного неравенства 1<х, < х, следует, что 
Даня «и <" = (в), 
то функция Г(х)=х“ 


является возрастающей на множестве значений. 


[6:25] Решить систему уравнений 
+ 2+", 
(5.51) 
[№ 4 =8 +2. 


Решение. Нетрудно установить, что м =, 
системы уравнений (5.51). 
Пусть теперь у* 0. Разделим обе части первого уравнения системы 


являются корнями: 


{5.51) на у’ и пперепишем систему уравнений (5.51) в виде 


принимает вид 


(5.53) 


2)=2 +2 являются возрас- 


Поскольку функпии (г) 
тающими на всей оси 02, то из системы (5.53) получаем 


функций узз(х) и у=А(х). В этой связи уравнение (5.50) равно- 


144 Раздел 5 


Так хак у#0, то корнями послелней системы уравнений явля 
-Яну- Я. 


Следовательно, система уравнений (5.51) имеет две пары корн 


6.26] Релить систему уравяений 


М пет, 
М 


Решение, Рассмотрим фупкиию /(г)=\а+? ‚ где а — некото] 

параметр. Очевидно, что эта функиня являстся возрастающей ва св 
рита 

ей области определения. Поскольку /(/(г))=уа+ \а+2 ‚ то уры 

исние /(/(2))= 


(г) =: , которое имеет вид Мат = 


(согласно Следстьию?) равносильно уравнений 


Положив 2=хиа=у' -7. получим, что первое уравнение систе! 
(5.54) равносильно уравнению 


у +х-7=х. (5.5 


+2, то окажется, что второе уравнение систе: 


Если з=уна= 
(5.54) равносильно ураннению 


ЧА +ь+2=У. (5.5 


Возвелем в квадрат левые и правые чисти уравнений (5.55) и (5,56) 
тогда получим систему уравнений 


у +х-7 
№ +у+2 


Если сложить уравнения системы (5,57), то д+у-5=0 или у=5-х] 


65 


а ао орала ох еыьы си. 59 
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Непосредственной подстановкой в (5.54) убеждаемся в том, что 
м=2 ну =3 — корни системы уравнений (5.54). 


$ Ответ: х-2, \ 


Рептить систему уравяений 


х-у= 
| (5.58) 
: : 
ду 
`Решепие. Из порвого уравнения системы (5.58) получаем уравнение 
хе! вузе". Пусть /(х) =х+е", тогда имоем функциональное уравне- 
ние /(<) = ГО). Известно, что функция /(х) =х+е” возрастает па всей 
числовой оси ОХ , поэтому уравнение /(х) = /(у) равносильно равенст- 
ву В эюй связи из второго уравнения системы (5.58) получаем 


34? =12 нлн дз =42. 
Тах кк хер, то корнями сиссемы уравнений (5.58) икликутся 


х-- и =-2 и жа, =2. 


$ Ответ: =, 25% 53,9, =2. 


натами 


ый: 


вое Зы тай 


к бмама О. 


вх 7 =? или х =2. Так как у=5-х, то у =3. 


РАЗДЕЛ 6 


д 


Методы, 
использующие понятие вектора 


Недостаточное внимание в общеобразовательной школ уделяется 


применению векторов лля решения уравнений и неравенсть. Тем ие ме- 
нее, как будет показано ниже, в ряле случаев применение свойств зекто- 
ров позволяет эффективно решать довольно-таки сложные уравнения и 
неравенства. 


Вектор & в трехмерном пространстве характеризуется тремя коорди- 
„а,.ау и моуль (алина) вектора а вычисляется по формуле 


т 
8-я. 


'Суммой (разностью) лвух векторов & {0502543} и Б(А;:,) на- 


зывается вектор С(а: сз: 6), координаты которого вычисляются как 
а=и +6, 
с =а:-В,, 6-4 -Ь) 


©-а+Ь (оотвастиино, а=а-В, 
ь = з 


ета +в, 


"Два отличных от нуля вектора называются коллинеаримми, ссди 


н 


лежат на одной прямой или на параллельных прямых. У коллинеарных вех- 
торов соответствующие координаты пропоринональны. Веро и обратное 
утверждение: воли у двух векторов соответствующие координаты пропор- 
‘пиональны, то векторы коллинсарные. 


Для векторов а(щ; @2: а) н Б(В; №: №) справедливо неравенство 
М-Нар=я 
Да ыы в 


ен 


те 
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Формула (6.1) обобшшется на случай суммы (или разности) трех м бо- 
‘лес векторов. Геометрический смысл (6.1) состоит в том, что длина ломан- 
ной линия, соединяющей дне точки трехмерного пространства, больше или 
равна дляне отрезка прямой, проведенного между этими точками. Форму- 
‘лв (6.1) иначе называется нераяенством треугольника. 

Следует особо отметить, что равенство в (6-1) достигается тогда м 
только тогда, когда векторы & и В коллинеарные, В частности, из равен- 


ства в (6) спелуст, что 4 


а 
Причем равенство [1+] =2+Ё имеет место тогда и только тогда, 


а: _ 4 
>90 


ь ь 


|5-Я сщятьвстьуетотом чо 


- = а, 
когда векторы а и Б сониправлены, т. с. —^ 


В свою очередь, ривенство [|+ 


25 а 
векторы 2, В противоположно направлены м ЗЕ == < 


- о 
'Скалярным произвслением а°Б векторов а(а1; 4:45} и (А; В; 5, 
называется число (скаляр), которое вычислястся по формуле 


2-5 = [8 -созо», (62) 


тле @ — угол, образованный векторами ан 
`Из формулы (6.2) вытекает неравенство 2°5 < |] 


"Для вычисления скалярного произвеления лвух векторов д м В, з- 
данных в координатной форме, существует сле олна формула 


аеб= аб +446, +45 (63) 
Из формул (6.2) и (6.3) легко получить формулу для мычисления ко- 
‘синуса угла о’ между векторами а и бт. с. 
В + аз, +25. 
ака + 


64) 


з 
`Из формулы (6.2) следует, что векторы а, являются коллинеарными 
ВЯ. 

Отметим, что формулы (6.1)-{6.4) обобщаются па случай векторов @ 


тогда и только тогда, когда ае 


2 =ь) +(а+6) +65) ыы 
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о о: прош. ыы ееааа ао авй 
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Задачи и решения 
В] Доказать, что если 52+ у? +? =1, то 


Му > Мб (6.5) 


Доказательство. Введем в рассмотрение три вектора ва плоскости 
2(2:), 5) и =(:2). Тогаа = Уйч, В= Де я 


=: +1. Если положить @=2+5+2 


лн в данное неравенство подставить выри то по- 


„дучим неравенство (6.5), 


а И 


И Е 


. (6.6) 


гле п>2. 


Доказательство. Пусть а(х;), а; (хи!), 2 @,(х;1), токи! 


К-т. =... 


а-а +4, +...+, 
\ +4; „ 


д? +1. Введем в рассмотрение век- 


Так как д+х.+...2х, = и, то вектор а нмест коорливаты (и;и) и. 
==. Поскольку 


принимает вид. 


н +, +...+4, , то неравенство треугольника: 


ЯН» 


Если в неравенство (6.7) подставить выражения для [1 , [2], - 
т ы 


й (6.7) 


я 


[53] Доказать, что 


аня ани нат, (6.8) 


ле и +... ри у+у1 +. 


"Доказательство. Пусть векторы &, @з, .:ч а, имеют координаты 
(ил), (в;0). -» (5) соответственно, тогда [= У. 
+ 2+2. Пусть в=щ+и:+...+1, . По усло- 


вИЮ задачи мл, +..+а, Зри И+у.+..+у, 54, поэтому #(р:9) и 


Я-т+ч". отюльс учетом неравенств толи [|3]. 


+, Я следует справедливость неравенства (6.8). 


[4] пусть х ++. +1, =3, яч + 


Дока, что 
я-а 5В. 69 


Доказательство. Рассмотрим в трехмерном пространстве и векто- 
ров [а;| с коорлинатами (2; у;2.}, гле К 


У. =4н +1.+..+2, 


п. Тогда [|= 


+, +..+а, , Тогла, 


и. 4 1+2. +..41,)=0(3:4;5) 


и = +4257 5. 


Так как в рассматриваемом примере неравенство (6.1) принимаст вид 
++. то после пюдетаномки в нато выражений для [4], 


Таз +. [9% | и |, получаем неравенство (6.9). 


[5] доказать, что 


ре И р А 


(6.10) 


№ 4» то получим треруемов неравенство (6.5). 
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Доказательство прополится по аналогии © задачей 63). При этом 
полагается, что р=зше и 4=с080. Кроме того, здесь используется из- 


вестное равенство $11? 02+605 @=1. 


5.6] Решить неравенство 


46-х! +44 (2 +155 

`Решение. Пусть на плоскости вектор @ имест координаты (6-х;2), 

а вектор 5 — координаты (х-2:1). Тогда имеем [@ = \{6-х)! +4 и 
Я=(=-2) +1. Пусть 2=а+8, тогда крорлинаты вектора 2(}:) 


будут вычнсйяться по формулам с -а +8 =6-х+д-2-4 и в. = 


314 =5. Поскольку 


4-Е то имет место перовонето тедтолинка += 8. Ее 


46.1) 


5+6; =241=3. Отсюда следует, что | 
ля в послелное перавонство подставить выражения для [|] и [то по- 
пулим неравенство \{6-х)’ +4 + \(х-2)' +1 > 5. Отсюда н из (6.11) сле- 


дует равсиство 
16-5 +4 + 2+ 


Равенство (6.12) означает, что В+Я - | +. Отсюав следует, то 


(6.12), 


векторы 2(6-х:2) и Б(х-2;1} коллинеарные. Используя основное свой- 
ство коллиневрных векторов, получаем уравнение 


10 
вает и =. 


$ Ответ: 5 


Феннечавие. Незавенство (© И) можно заать в болде усложнонном ви; 


если +, +. 


+, = 51 и +; +...+7, =0%0. 


Методы, использующие понттьую вектора 15 


Решить неравенство 
+ 23+ 50-315. 


Решение. Областью допустимых значений переменной х в неравев- 


‘стве (6.13) являются хз. 


(6.13) 


Рассмотрим в трехмерном пространстве два вектора (1:1) и 
(Мень я-3:40-3). 


Поскольку об = ух ЗО, [= и 
5 = +1425-3+50 3х = /48 =4\]3 ‚то известное неравенство а°5 5 


В.В принимает вид неравенства (6.13). Отсюда делаем вывол о том, 


зто перавенство (6.13) справедливо для любого х из области лопусгимых 
значений. 


'Сясдовательно, решснисы неравсяства (6,13) являются. 3 „=. 
+ Ответ: Зкх530. 
2 з 
Решить неравенство. 
Ух ов х+1 < 5. (6.14) 


Решение. Введем в рассмотрение три вектора (т? 1), 
-2+5. Тогда = Учи, ео" х+. |= 
р мые 

(а? жеаый хо = 5 и неравенство треугольника (6.1) при- 


нимаст вил Уз" х+1 + Ус05 х+1 2 5 . Отеюла и из неравенства (6.14) 
получаем равенство ‘Ул х+1+ 05х41 = 5, из которого сяедует, 


[оз ж1} и 


те. 2 -121+40+2—41+55. 
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: 
эт 

5° = или 1х = +1. Корнями по- 
со? х 


Следовательно, имеет место. 


спеднего уравнения являются х. о» +1), где & — целое чнело, 
$ Ответ: д -тея+р, где & — целое число. 


53] Решить уравнение 


О чо И (6.15) 


Решение. Введем в рассмотрение два всктора 2х1) пн 
58). тоя [=УР т. = ДЕН) =2 и, согласно 
формуле (6.3), еб = хух+1+ т 


Принимая во внимание уравиение (6.15), получаем равенство 
25-Й. паличие которого свизотельстуст © том, что векторы 2 п 


$ являются коллиисарными, Следовательно, имеет место уравиение 


(6.16) 


фи 


— 
Отсюла спсдуст, что 0<х<3. Если вазвссти в квадрат обе части 
` уравнения (6.16), то получим уравнение д? — Зд? +х+ 


‚ которое имеет] 
следующих три корня; д; =Гн х.з =1# 2, Поскольку 0<х<3, то кор- 


нями уравнения (6,15) являются хр =Ё их = 1+2 


же. 


Примечание. В разделе 3 (см. залачу 8-30} преллагастся решение уравнения; 
(6.15) па основе применения перавенства Коши Бупиковсього. 


НА 


$ Ответ: х 


Что векторы д и Б коллинеаряы. 
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Решение. Пусть а(«\У-Г) и ВЕ 1:2). Тогда Н=У? +» П 
\2х+3 и формула (6.3) принимает вид аб = х\/2х-1+2 5-1. 


ниличие которого свидетельствует о том, что зекторы @ и Б коллинеар- 
ные 
Слеловательно, имесм уравнение 


(6.18) 


где х>1. Возведем в квадрат обе части уравнения (6.18), тогда 


2 к 


или 25 +3х-1=0. 


23/7 


Кориями киалрагного уравнения являются за . Однако 


+У7 


ранее было отмечено, что х21. Так как <1, то уравнение (6.17) 


корней не имест, 


+ Ответ: корней нет. 


В.П] Решить ураввенне 
в уран 


2+5 = [2 +4) (+34). (6.19) 


Решение. Областью допустимых значений переменной х в уравие- 
нин (6.19) являются х>1. 


Пусть 2(2:х}) н В(Ут-Е5). Тогля д=в=2Мет+5х и ШВ = 


) . Следовательно, уравнение (6.19) прелставляет собой 


равенство 25 = [| . Отсюда следует, что векторы дн Б являются 


холлинеарными, В этой связи можно залисать уравнение 


м. ле вай, 


хук 1+2 ух = ух +1. 2+3. (6.17) *-1 5 
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Решить уравнение 
Обозначим т я 5()- 1. Фувкшии у /(#) является | 
ы > 5-х + 7-4 я =4. (6.22) 


непрерывной и убывающей при х>1, а функиия ›- =(х) — непрерыв- 
вой и возрастаюшей на всей числовой осн ОХ . Поэтому уравнение (6.20) 
имеет не более одного корня, Подбором находим его единственный ко- 
рень х.=5. 


+ Ответ: х, 


6:12] Решить уравнение 
О В 


= + [2+1] +16. (62) 
Решение. Положим а(х+у;2х—5;1) и. В(2у-ку+ЬЗ). Тогда 


[= (+) + (2-41 и = 2-ю ++ +9. Пусть 
\ 


52х44) и [= {у +(2х-+1) +16. 


В таком случае из уравнения (6.21) вытекает равенство А+И- 


+8. Следовательно, векторы пи являются коллинсарными. В этой: 


ух 


связи имеет место. 


нений 


Го 
|2х-у 
рум 


Корнями последией системы уравнений являются х 


‘Решение. Введем в рассмотрение векторы. а: зтх;243 1 воз) 


„АБ-таеозх и = фобия. 

Пусть 2=2+5. В таком случае вектор 2(ос:} имеет координаты 
а = `Взтх+2- Дутхт2 и с, =2.8 - Дсовх+ Зсовх-2Д, а ето 
длина равна [4 = Я =4. 


зах Вова), тогаа 


Нетрудно видеть, что уравнение (6.22) представляет собой равенство 
А+-[2+Я. Следовательно, векторы @ и Б коллинеарные, а еше точ- 
нее, сопаправленые, А этот факт означает, что их одноименные координа- 


ты пропорциональны м их отношение больше нуля, т. с. имест место сис- 
тема. 


УЗчох _ 23 - Зсозх 
2-х овх ° 


ипх 


2-х 


(6.23) 


>0. 


`Из уравнения системы (6.23) следует \Взтл+совх =2, тх+ 


1 : 
реке а) ил тб) те п — ислос число. 


зшх 


Так как УЗупл<2, то из неравенства: 0 получаем не- 
В зтх 


раванств ах» О, которое выполняется для = (6и+1) тел — велое 


число. Следовательно, найденные значения х удовлетворяют системе (6.23). 


ЮНЫЙ м 
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о ое вова ее зан 
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[6.14] решить в положительных числах систему уравнений 
++ =2, 
+=, (6.24) 


чу: 


Решение Разомотрим ва затора ам) и Выру 


4). 
"Тогда © учетом первого н третьего уравнений системы (6.24) можно опре- 


ев инь -В. 


'Вычислим косинус угла со , образованного векторами а и В по фор- 
мулс (6.4), т.е. з 


зетть 


08 


Отсюда сисдуст, что векторы @ и В коллинеарные, а это означает, 


© 


2 
и 


что их одноименные координаты пропорииональны, т.е. 


В таком случае система уравневий (6.24) прини- 


мает вид 


хи + =2, 


нина, (6.25) 


х*й 8. 


Так как хай ча? =х(+л4 7) >0 ни 1чд+а? >0, 10 д>0. Кроме 


того, из первого уравнения системы (6.25) слеует, что х<1, поскольку в 
противном случае х+д7 +д°>3, В тоже время из второго уравнения этой 


системы получаем х>1, так как иначе х? +7 +* 53. 
Следовательно, система уравнений (6.25) несовместна, т.е. системи 
уравнений (6.24) не имеет корней. 


Решить систему уравнений 
хачу + [+2 м 


у -65+5=0. 


(6.26) 


`Решение, Пусть векторы а, 5 имеют координаты (х+2;у) и 


(1-25), собтьтетиеию, То {|= Даа и Деу. 


Пусть с=@-в. Тогда координатами вектора & являются (4:0) н Н=4. 
В таком случае из первого уравнения системы (6.26) следует, что 
2 += Я зто означиет, что пехторы 2 и В колиниеарные 


нЕ х+2_у 
Так как векторы 2 и В коашинсариые, то То =Х. Воли при этом 
2 у 


У 0, то соотношени противоречиво. 


Пусть у=0. Тогда из (6.26) получаем систему уравнений 
+2] + -2]=4, 
х-6х+5=0, 


которая имеет единственный корень у 


Поскольку [+ = -В, хо мекторы 2 м В проивоюзожно за 
правленные, Слеловательно, при х =1 должно выполняться неравенство. 


в <0. Легко можно убедиться, что это действительно так. 
== 


$ Ответ: 


5.16] Решить систему уравнений 


[куче =, 


$ Ответ: корней нет. 


158) Раздел 5 


рав 4 


Мень +4+ 2+9 =7. 
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3) ну=а+Ьчс. Тогда, с уче- 1 
том пермого уравнения сыстемы (6.27) имеем 5(\/13;6) и || =А3136 =7. 
Так как при этом [= 2? +1 „= {7+4 и - 4+9, то из второго. 


уравнения системы (6.27) следуст равенство [4 + + [ 


`Решение. Пусть а(лу1), 5(у;2), 


Из равенства |4] + [|+ = следуст, что векторы а. 


М3 53 


=. Отаюда получаем д =>, 
6 г а 


х_у 
я коллиноарными, т.е. 155 


$ Отоет: м =, У, 


17] Решить систему уравнений 
[ичукатб, 


й == 68) 
МР /6 
„Решение, Определим на плоскости векторы &, 5, с, @ следующим 


паи дб), ой, в). 
ком случше [2] -*)=1.=2,[ 


Пусть а+5+2+4 =5, тогда из системы уравневий (6.28) следует, 
что координатами вектора 5(5;52} являются 5 =6 и 5; 


= Убе ня =. Поскольку 2+6+544=5. 10 


Я-А-А-АЙ. > 
2, Н=з, |=4 = =. 


'Отсюды следуст, что неравенство (6.29) превращается в равсиство. А это! 


Ранее было устаяовиено, что [| =1, [|= 


’_ № 
16-й 4 


(6.30) 


[:18] Рашить систему уравнений 
+ у 


О 


Решение. Из снстемы уравнений (6.31) имеем х>1. Пусть а(х, у} и 
В-Ь-). Тогла =? =2 в В - УТ? Вычнелны 
скалирнос произведение векторов 2 и Б, тогда дб е ян. 

Так как. Е =2\5+-3, то из второго уравнения (6.331) слелует, 


(6.3) 


это равенство означает, что векторы & и Б являются 


кодлинеарными. Слеловательно, —— = бы д=УД- 
вы 


Введем в рассмотрение фунжцню /(х)=хУх-Т. Тогда получаем 
‘функциональное ураннение /(х) = /(4) (методы решения функционалытых 
уравнений приведены в разделе 5). Посхольку функция /(х)=х/х-1 
являстся возрастакилей при х>1, то из уравнения /(х) = 0) следует 
х=у. В таком случае первое уравнение системы (6.31) принимает вид 


4, откуда следует х М2. Так как х>1, то окончательно 


означист, что вскторы &, 5, с, 4 и х являются коллинсарвыми, 
Следовательно, имеет место. 


$ Отшет: 5 = Е, у = 
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Пусть 2(2;1 1), 5(52;1), =(&1:2) и (7:89). Выразить всктор @ 


-со120° 2.1.1 
через векторы а, бис. ` 


/ 
- 605120? =3-1- 
`Решение, Будем искать представление вектора & в виле 


ланч. {631 


Принимая во внимание координаты векторов а, 5, с, & и формулу! 


(631), получаем систему уравнений сительно неизвестных р и 4 следующего вила: 


2+ х + =7, -3=4р-ч. 
5421,45 =8, я (634) 
2 # 


мл +2 =9, 


решшая которую получаем ху =1, х› =2, ху=3. 


В таком случае формула (6.31) принимист вид 4 =2+26+32 


$ Ответ: 4 =а+25+35. 


20] Векторы &, В н 2 лежат в одной плоскости м образуют попарно] 


.21] Найти минимальное значение функции 
Ву) + кучу у +6х- 4413. 
Ришеник, Продетивим фупкотю (к У) квиле 


Е(х,у) = (д) +0 +3) ен 2 (635) 


Введем на плоскости векторы а, Б с координатами (=-2;у+1) и 


друг с другом угол 120°. Разложить вектор @ по векторам 5 ис 


если [| =3, Й=2 н =! 


Решение. Требустся найти представление вектора @ в виде 


(632) 


Вектор а, представленный посредством (6.32), умножим скалярно) 
сначала а вектор Б „в затем на вектор с, тогла 


1-5 = р5-6+45зс, 


= +0 


о. (6.33); = 2}? ‚ то из формулы (6.35) следует, что Е (х,у)= В В. 

ЗЕ рБзЕ+ЧеоЕ, = 

бан Пусть с=0-В, тогда коорлинатами вектора с являются {-5:3) и 
Поскольку векторы а, 5, с образуют попарно друг с другом угол 120° [= Е = 


за Ня 


Поскольку 2 


2-5, [+= в-Я и Е (х,>) = 34 . Тепорь необ- 


а Б = соз120° 32. ходимю показать, что полученная нижняя оценка функции ^(х,у) лости- 


162. Разделб. 


жима, т.е, сушествуют такие значения х=2 и = У, при которых функ- 
ция Р(х,у) принимаст значение \34. 

Вели (1, = 34, то += т.е. векторы 2 я Б коллине- 
2+ 
+3 92 


РАЗДЕЛ 7 


"Если значения лун у подставить в (6.35), то Р(2.-1) = 84 . Следо- 
вательно, минимальное значение функпин 2 (х,>) равьо Да, 


Комбинированные методы 


$ Ответ: Ри =84 . 

При решении сложных задач по математике используются самые раз- 
нообразные нестандартные методы, большинство из хоторых трудно под- 
‘дастся классификации. Как правило, такие методы ориентированы на рс- 
птении относительно узкого круга задач, однако нх знание и умение ими 
пользоваться зесьми необходимо для успешного решения математических 
залач повышенной сложности. В настоящем разделе приведены задачи, 
решение которых базируется на применении оритннальных (эффективных, 
но сражнительно редко встречшющихся) комбинированных методов, 


Задачи и решения 


ы] 


Решить уравнение 


2-(№ +19 +2=0. (71) 


Решение, Рассмотрим уравнение с параметром а вида 
=0, 12) 


2 -(а+1) 2 


которое совпадает с уравнением (7.1) при условии, что а =. 

Представим уравнение (7.2) в виде квадратного уравнения относи- 
тельно неизвестной переменной а, т.с. а’ ах? +д' д? =0. Решая квал- 
ратное уравнение, получаем 


ТЕ - к—— <: В 
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или ых? ха: =х 

Поскольку а = (2 ‚ то имеем дьз уравнения относительно перемен- 
ной х вида х* -х- /2 =0 и х= (2 . Отсюда нетрудно получить три кор: 
ня уравнения (7.1), т. е. 


+4 д 
2 т 


1-4 в. 


д, щ=У 


Ё ^ 2 


А-Я +х+3-\=0. @3) 


Решение, Перепишем уравнение (7.3) в виде уравнения с параметром а} 
которое совпалает с (7.3) пря а=\Д т.е. имеем д* - 245 +х+а?-а=0. 
Полученное уравнение являстся квадратным уравнением относительн 
параметр а, которо нисет вид 


а ар ]кх=0. 04 
Квадратное уравнение (7.4) имеет два корня 
257 +1+(2х-1) 
2 


-х+1. Тах как а = 18, то получаем два уравне: 


а2= ‚ 


хина, 


т.е. = 


ния отиюсительно переменной х вида д? +х- 4 =0 их’ -х+1- 430 


корнями которых являклся 
+48 


[:3] Решить уравнение 


вн +х+7- Л -0. (7.5) 


„Решение. Вместо урависния (7.5) будем расоматривать уравнение 
д-р? хер? -р=0, 
которое совпадает с уравнением (7.5) при р= 7. 


Перелипкюм данное уравнение в виде квадратного относительно парз- 
метра р... в виде 


р-р ++ 256) 
Корнями уравнения (7.6) являются 


и (7+ 


Ва 


ах" 4х’ 6х? 4+1 _ 
2 


ау" ча 
2 2 


Отсюда получаем дехн р; = д? -х+1. Так хак р= 7, то х=-/7 
^ 7 


и х*-х+1-У7=0. Отеюда получаем три кория уравнения (7.5), 


47-3 


28 

кей о! 
+ ы 
Г 


АЗ 
2 


+ Ответ: 5 = УТ, м, = 


[-2] Решить уривнение 
35-25-24 -х-5. @.т) 


` Решение. Первоначально определим область допустимых значений пе- 
ременной х в уравнении (7.7), Имеет место 


45-2х>0, 
35-2445-2420, 
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х-520, 


Комбинированные мотоды 167 


откуда следует, что 55х<22,5. 


Введем новую переменную у= `/45-2х , тогда х- и уравне- 
вис (7.7) принимает вид 

2.485—2у=35-у, (7.8) 
где 0< у < 35 . Возводить в квадрат обе части уравнения (7.8) нецелесо- 


образно, поскольку в таком случае получаем уравнение четвертой степени 
относительно переменной у. 


Рассмотрим уравнение с параметром а внда 

2\/а-2у=и-у!, (79) 
которое совпадает с уравнением (7.8) при а=35. После возведения в 
хвадрат обеих частей уравнения (7.9) получаем уравнение второй степени 
относительно параметра а, т.е. а* —22(у* +2) + у*+8у=0 или 


= +24 47-84-91 +2+2( 1) 

Отсюда следует а; =? +2у и а; = -2у+4. Так как а=35, то. 
имеем совокупность двух уравнений относительно переменной у, 
т.е. 2 +2у-35=0 и у? -2у-31=0, из которой получаем единствен- 
ный ее корень У 


5 . который удовлетворяет условию 0< у< 5. 


45-7 


Так как х= ну =5, 0 =10, 


2 
$ Ответ: х,=10. 


5] Решить уравнение 
дз =3, (7.10) 


Решение. Обозначим 3+ 
систему уравнений 


= у, тогда из уравнения (7.10) получим 


[+= 


Из системы ураннений (7.11) следует, что 05х53-\3 и 23. Если 


сложить оба уравнения системы (7.11), то люлучим х+\/[у+3+ Ух =З+у, 
++ уу =0 или 
(БСН) =0. 0.12) 


Поскольку \/х20, уг, то Ут+у>0. Слеловательно, из урав. 
нения (7.12) получаем /х- /у+1=0 или {у = Му +1. Отсюда следует 


и= (МЕ +) или узх+2 УХ +1. Поскольку 3+У=у, 10 3+5 = 


ь д+2 +1 или х+ Е -2=0, решая которое относительно переменной 
У получаем Ух = или д 


$ Ответ: 


Примечание 1. Уравнение (7.10) можно решить метолом введения пара- 
метра, Для этого изобходимо решить отиосительно параметра а уравнение 


х+{ Л а, юторое совпадает © уравнением (7.10) при а=3 


`Применание 2. Имеется еще олии метол решения уравнения (7.10). Пусть 
День В+ пила ветрульо установить, что Функция у= У (х} ячляет- 
сх непрерывной и возрастающей на области её опрелеления х20. В этой 


связи уравнение (7.10) имеет не более одного корня. Полбором можно уств- 
новить, что ху =1 являвтся единственным корнем уравнения (7.10). 


Решить уравнение 
\5-х=»-5. 13) 


Решение. Так как 3-х2Он д? -520, то областью допустимых зна- 
зений переменной х в уравнении (7.13) являются х<-45 и 5 <х<5. 


Обозначим 6-х = у, тогда 5= у? +х н уравнение (7.13) принимает 
2 


вид ух’ у’ -х, откуда получаем уравнение (х+у){х-у-1)=0. Рас- 
смотрим два случая, 


ков. асы. бока Ча би. в авы 


[Ея 
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куда следует, что х.= Е . Так как х5 5, то уравнены 
х+\б-х=0 пе светы корень х 7-Е, 


2. Пусть х-у-1=0, тогда х-1= -д , ще < х<5. Возведем 
части данного уравнения в квадрат и получим квадратное уравнен 


х?-х-4-=0, корнями которого являются хз т  Поскоя 
$455, то уравнение х-1= 5-Х имеет таже сдинствении 
п -ВЙ, 

$ Ответ: м = ый. 


Примечание. Уравнение (7.13) можно было решить методом ввеления пи 
метра а (см. решение уравнений (7.1), (7.3), (7.5) н (7.8) 


рита 
1 


+ 7.14 
од ытх 


Решение; Областью допустимых значений переменной х в урав 
ини (7-14) язляются хип, гле п — целов чнело. 


Из уравнения (7.14) получаем. 


ани? хеиих = озу, 29 2х визе ( 


с0зх- созЗх = «(-=. похожи, 


анально, наи (2-2)-0, 


) 
03 + соя (==. озна (2-0, 
яв а 


Ва 


х5-$5. Из уравнения х+\б-х=0 получаем х?+х-5=0. ог- 


 Комбинироваиныю мотоды __ 19 


Рассмотрим совокупиость из двух уравнений 


=) 
08| х 0 нсоз| 2х 


коряями которых являются = (6+1) их, = 46и+5) те Жи 


6 


пелые числа. 


+ Ответ: см. выше, 


Решить уравнение 


5? 


2 В 
асс? х + атссов' х=5—. (7.15 
х ==> (7.15) 


Решение. Обозначим зссозх=у, тогда О5узл. Известно, что 


р = 
ох +аиосави = т, ПОзОМу алии = у и из уривисния (7.15) по 


2 
пучаем уравнение относительно переменной у види 


2 
я или 64? —32лу+3л? 


Решая последнее уравнение, получаем у, = 


разом, имеет место, 
зя а 
хабов = 5, и у; = своя, =. 


Отметим, что найденные значения у удовлетворяют условию 
0<у<л 


зи = 
Следовательно, д = сов" и, со. 


+ Ответ: 4 ет, дртоь 
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У САТУРН 
дв (вгошх) +1 (шссах) = 0. 6) 
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`Решение, Используя свойства логарифмов, уравнение (7.16) можн 
переписать в видс 
ага -агссы = ба 
Обозначим агсшх = у. Так как. У <аах< 
снедуст агоцх > 0, то 0<у<т. 


Так как агат = у, то из уравнения (7.17) получаем злосцах 


я 


скольку всуе +агострх: 


2 


гя 
то а Однако известно (см. неравс! 
ство (3.3)}, если у>0, то у+у 22. Всвии слоыучто 1 <, можно 


„лать вывод о том, что уравнение у+- 


1х 

= корней не имеет. 
у% 
+ Ошшет; корнсй нот. 


Решить уравнение 
4 -54+7+В? -75+2=3. (7 
`Решение. Преобразуем уравнение (7.18), используя известное равсл 
ство а +45) ор» У -У6 =0, тогда 


35? 5547 -3к2 +72 
'Зх 


=3 или 
7+2 


Вх 5+ 


з 
Всли уравнение (7.18) сложить с уравнением (7.19), то получим у; 


Ук +2 = 285. ©. 


7 
пение Вх? -55+7 ===. Поскольку левая часть уравнения пеотри 


д =2 их =. Непосредственной подстановкой в (7.18) убеждаемся, 
что найденные значения х являются его корнями. 

7 

26 


Примечание. Проверка в примере 0-19 требуется по той причине, что меоб- 
‘ходимо убедиться в том, что при найденных значениях х подкоренные вы- 
ражения в уршвненни (7.18) будут иострнцательны. 


+ Онет: х =2, 5, = 


Кроме того, необходимо также убедиться, что /а- я, т.с. 


2 -55+1- ВЯ Ля? «0, Для этого достаточно значения жи 2 


подставить в празую часть развиства (7.19), которая после полстановхи 
`олжна принимать значения, отличные от нуля, 


|[-11] Решить уравнение 
Олий = 2 


|? -3х+4. — (720) 


Решение. Прообрезуем уравнение (7.20) на основе использования ра- 
понства о - ДБ =- 4-8 дв а20,5>0 и +46 >0. 


+” 
Тогда уравнение (7.20) примимаст вид. 
ЗА? 7х3 +541 22-4 
Дина мы ана, 
'Отрода получаем уравнение 
24-2) 3(х-2) 


ыы, (121) 
реа 2+ 


`Из уравнения (7.21) следует, что х, = 2. Непоередственной подстанов- 

ной в (7.20) убеждшемся, что найденное значение д является сго корнем. 

Покажем, что других корней уравнение (7.20) не нысст. Пусть х*2. 

Тогда разаелим оба чести уравнения (7.21) на х-2 и получим 
2 з 


а са 


* РУЗРЕНЫЕ 906 ЧЕСТИ УрНЕНОВНЯ 


Вань к зву 
квадратное уравнение 26° -59х+14=0, кориями которого явля 
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на. 


3х? 7+ +3? 
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Поскольку ловая часть уравнения (7.22) может принимать только от- 
рицательные значення, а правая часть — только положительные значения, 
то уравнение (7.22) корней не имеет. 


+ Ответ: м =2. 


[.12] Решить уравнение 
«= Мена д?) (723) 


Решение. Областью допустимых значений переменной д в урав- 
нений (7.23) являются х2-1. Умножим обе части уравнения (7.23) на 


Е +Т-1, тогда получим 
дин). 


ху -ха (ен + 


хе-хе хх? 7, 
х+г-6=0. (724) 
Корнями уравиения (7.24) являются 4. =0, 1, =-З и ж=2. Однако 
2.=0 — посторонний корень для уравнения (7.23), поскольку при этом 
значении х его левая часть уравнения равна 0, а правая часть меньше 0. 
Так как х>-1, то х, = -3 не може быть корнем уравнения (7.23). В этой 
связи х) =2- единственный корень уравнения (7.23). 


$ Ответ: х, 


[13] Решить уравнение 


Чу ен. (725) 


Решение, Возведем в куб обе части уравнения (7.25) н при этом вос- 
пользуемся формулой (а+5)' = 2? +5* +3а6(а+5) Тогда получим 


жыры г) -ки 


Отсюла следует уравнение 


фетя(и)- 
= 96-52 - ) 2.26) 


Однако по условию Ут+ уд? +1 = 1+ 


нение (7.26) принимает вид 
(ети яч фттиы-0. 
Рассмотрим дьв случая, 
1. Пусть Ух =-/и’-хчи, тогла х=-д?+х-1 или х 
тельно, имеем х 
2. Пусть у +л= уе -х. Отсюда получаем © -2х=0 
из 0, =, ж=. 


Выпюлиим проверку и убодимся в том, что все найденные значения 
переменной х являются корнями уравнения (7.25). 


‚ поэтому урав- 


Следова- 


$ Ответ: х, =-—1, 250, =, =. 


.14] Решить уравнение 
вы 


Чон чх+ 7-2 -х=3, @27) 
Решение. Обозначим 0+д?+х=ы и 7-х? ху. Тогда из 


Уравения (7.27) вытекает система двух уравнений относительно пере- 
менных ш, у вида 


и+у=3, 
(728) 


те м2 0 ну20. 
Преобразуем левую часть второго уравясния системы (7.28) слелую- 


рн, 


ианнй +3. (ед) (бт +42} 
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Так как и+у=3, то имеем уравнение (9—2иь)' 275? =17. Отеюда 


получаем иу=2 и му=16. 
Рассмотрим две системы 


Корнями первой системы являются и =1.4 =2 и м; = 
вторая система корней не имеет. 
Слеловательно, Моча тя =1 и о +х = 2. Отоюда получаем 


два уравиения относительно переменной х вида х? +х+9=0 их +х-6- 
=0. Первое уравнение корней не имеет, а из второго следует х, =-3 и 


(х-2)}' -(=-3)=1. (729) 


Решение. Ввслем новые персменные ивх_2 и у=х-3, тогла по- 
`лучим систему уравнений относительно переменных и и ъ вида 


(130) 


Для левой части второго уравиения системы (7.30) имест место сле- 
`дующая пепочка равносильных преобразовании 


ии ыыы? = 
био ши ншчу ")- 


= (©-7 за ый (и) *3=) 


Отсюда с учетом уравнений системы (7.30) получим уравнение 


(ани) ый = (+ -вь} аи? 
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Если шу- О ии-у=1, то и =0, = 1 ни; =1, = 


Бели шу=-ри и-у= |, то имеем квадратное уравнение м? -и+1=0 
которое корней не имеет, 
Поскольку и -х-2,т0 х=и+2 них =м+2=2, х.=и:+2-3. 


{#+8)(4-х) (8+2) =6 130 


Решение. Областью лопустимых значений переменной х в уравне- 
пам (131) жвляюлся х28. В таком случае х+8>0, 4-х<0, {8+ 
+2>0 и, слеловательно, левая часть уравнения (7.31) на области допус- 
тимых значений х является отрицательной. Поскольку уЁвая часть уравне- 
ния (7.31) принимаст положительное значение, то уравнение (7.31) корней 
не ныест. 


$ Ответ: корней нст. 


[1] Решить уравнение 
В О 033) 


`Решение. Областью допустимых зивчений переменной х в уравие- 
ния (7.32) являются х 2-2. Перелишем уравнение в виде 


уе анк] |на]. 039 


Нетрудно замстить, что для выражений, находящихск пол знаком мо- 
`дуля, имеет место равенство, 


(кнут) +(езнх) = +2+ +3 
Поскольку из раненства |и|+| =|2+Н]| следует, что 4520, то из 
Уразиения (733) получаем неравенство (х+ /х+2)-(/г=3+=+1]>0, 


которое равиюсильно совокупности двух систем 
| 2... ЕР. 


ыы Бр: теабоаетаиа 
\+3+х+120 [М+3+х+150. 


(1425)! 2.17 +иу(+ Зиу) =1 или 5м15? +5щу-0, Отсюда следует, 


что шу=0 и му = 1, Рассмотрим два случая, 
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Из первой системы неравсиств получаем 22 1, а из второй системы ь Яой 037 
следует м = ь 


Отсюда следует, что 
$ Ответ: х›=—2, х>-!. 


[2 
| 21. 


"Таким образом, областью допустимых значений переменной х в урав- 


[18] Решить уравнение 


(7.34) 1 
гении (7.37) чаляются $51. 
ны пилите рН 


Правую часть уравнения (7.37) можно представить в виде разности 
а_е 
а-ь с-4° 
В таком случае уравнение (7.34) принимает вид 

22 +х+4 _зй+х+3 


хх хх 


двух квадратов 1052 —1 =(3х' (“> и поэтому из (7.37) следует 
5-2 =-\-2 [2 238) 


Нетрулно видеть, что корни уравнения 3=-— 
корнями уравнения (7.38). Из уршенения Ид? = 3х сиедует, что х>0. 


(7.35) 


=0 являются 
Поскольку х' +д+1>0, то из уравнения (715) получаем уравнение 


25244453? +х+3 или т =1.т.е. д = +1, Слеловательно, корнями: 


Далее, 1-57 =9л? или х=3 5’ Однако х>0, поэтому корнем уравие- 


уравиения (7.34) являются =1 и х; = -1. 


тя (728) жклетоя д = 


Положим тсперь 3х-\\-д? #0, тогда нз (7.38) получаем уравнение 
3+ =, Возвелем обе части урависния в квадрат, тогда 


$ Ответ: м =1, х) =-1 


Примечание, Примонанное выше свойство пропорцин имеет более общую 
формулировку. Если 


пать _ почта 


ло ит, 
Ба раз рем 9? +6? +142 =1 
где п,т, р,9 — произвольные действительные числа за тем лишь исклю- `илн 
2+ : 
чевнем, что р?+4? +0. 4 +3 д? =0. 039) 


Так как 51, то х2О и из (7.9) получаем ураввение 


ИГ 
3 -д2 =-4к. Отоюда вытекает, что х<0. Возведом в квадрат обе части 


Решить ранение 


(7.36 


Е 3 
Решение. Первоначально необходимо заметить, что Уравнсния, тогда 254? =9 иля х= 5 -Так какао х< було х=-5 — 


зо. ии вас ый реет к.. ЛРАЛЕЕАНИВАНИНЬ. 3 


1485 -бю/-х 


РЯ] 


В таком случае уравнение (7.36) принимает вид 
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Решить уравнение 
6 -40х+150 Ал? -60х4100 =2х-10. (7.40) 


Решение. Обозначим 65? —405+15) у и 42 —60х+100 =: 
Тогда уравнение (7.40) принимает вид у. 
мото уй+г? = (64? —40х+150]+ (4х2 - 60х+100) =10(х-5}'. 


(х-5). Кроме того, имеет 


Слеловательно, получаем систему уравнений 
у-2=2(=-5), 


0(=- $}, 
где у20и220. 
`Из системы уравнений (7.41) нетрудно получить квадратное урав: 
вис относительно переменных у и 2 вида 3? -10у2+3:* =0. 
Пусть 2=0, тогда из уравиения 35? -10у24+32? =0 следует, 
у-0, Тогди из эторого уравйения системы имеем х=5. Однако под: 


становкой найденного значения х в уравнение (7.40) убеждаемся в том, 
что это значение не является сго хорвем. 


Пусть теперь =>0. Тогда обе части уравнения 35° —103=+3:? 


раадельм на 2’ и получиы ураввевие 3&* -10#+3=0, где & 


вями уравнения 34? —10+3=0 являются = и, = 


Рассмотрим два случая. 


1. Бели & =3, то &=3 или у=3=. В таком случае имеем уравнен! 
2 


У —40х+150 =3 


‘последнего уравнения являются д, =15 и ль 


4х? -60х+100 илн 3д? -50х+75=0. Корням 


2. Воли № 


2-1 зли Зу= =. Тогда 


Однако уравнение 5х? -3х+125 = 0 действительных корией не имеет 
сто лискримипант отрнивнельный). 
Для завершения решения задачи необходимо в уравнение (7.40) под- 


стввоть значения д =15, 5, => и убедиться в том, зто они являются его 


корнями, 


"Примечание. Рассмотрим другой метод решения уравнения (7.40). Для этого 
первоначально убелнися в том, что не чвлчется ого корнем (не: 
срелственной подстановкой это просто слелать). 

Пусть ха 5. Тогаа обе части ураввения (7.40) разлелим на х-5 и получиы 


бе? — 40 +150 _ 
ет 


=2. 0.42) 


сли положить ( 


) =у, то уравнение (7.42) принимает вид РУ 


—-У-2.тле у>0. Уравнение бу =2 + 5-Х нмест не более одного, 
корня (поскольку ва отреже 0<у<5 левая сто часть представляет собой: 
непрерывную возрастающую функиню, 2 правая часть — непрерывную 


Убывающую функиню), Этим корнем является = 


(+5 


х+5 
та ири Тон. Ромиримя два слу- 
=— 


чая. получаем корни заданного ураинения х, = 15 и 


2:21] Решить уравнение 
(7+3) +9 = чз}. 43) 


Решение, Если левую часть уравнения (7.43) преобразовать по фор- 
ть В в 


3467 4054150 = /45Я —602+100 или 53? 3412520, 
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или 
+65? (х+3)-7(х+3)} =0. (1.44) 


Уравнение (7.44) относится к однородным уравнениям второй степе- 
ни, Поэтому для его решения необходимо вначале убедиться в том, что 
х=-3 не является его корнем, а затем обе сго части разделить на 
(х+3). 

а 


Бсли при этом обозначить 3 у, то в результате приведенных 
х 


выше действий получим квадратное уравнение относительно переменной 
у вида у’ +6у-7=0. Нетрудно видеть, что) =-7 и у. =1. 
2 } 
х х 
Так как ву, ю ^^ =-7 и 
4" 1+3 т 


=1. Отсюда получаем два 


квадратных уравнения х2 +75+21=0 их’ -х-3=0. Первое урависние 
действительных корней ве нмеет (дискриминант уравнения отрипатель-. 
+3 

2 


ный), аизвторого уравнения следует д = 


УЗ „ИЗ, 


$ Ответ: х „х.= 
2 2 


[.22] Решить снстему уравнений 
2+9 +12=41+бу, 


|к-2+х=4. 


{7.45}; 


Решение. Представим систему уравнсний (7.45) в равносильном виде: 
| (3 
|«-2]=4-у. 
Из второго уравнения системы (7.46) следует, что у<4. Возведем в 


(1.46) 


квадрат обе сго части и получим (х-2) =(›-#}}. В таком случае из 


и. МЕ 


(ка (зак (хз 
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Вели значения у, =4 и у, =3 подставить во второе уравение сис- 
темы (7.46), то |х-2]=0 к [х- Отсюда получаем м =2,х; = и 
ду =3. Так как у=4-|г-2], то корнями системы уравнений (7.46) явля- 
ются м =2, =4; : =1, у; 


Зи =3, у =3 


$ Ответ: м =2, и=4; 


538: 


2.23] Решить систему уравнений 


++ 2, 
ф+-ф--ь 


`Решение. Рассмотрим первое уравнение системы (7.47) и при этом 


47.47) 


воспользуемся известным равенством а +: Е этдеа*ь. 
Тогда 
гс.) , 
= --У) В: 


+ -ф. (1.48) 


Если принять во внимание первое уравнение системы (7.47) и урав- 
нение (7.48), то получим систему уравнений 


Если сложить урависния системы (7.49), то. 2+ = у +2. Воз- 
зедя в квадрат обе части данного уразиения, получаем 4х-у=4. 


47.49) 


‘первого уравнения получаем (у-4) +(у-3) =1 или у’ -7у412=0, 
корнямн которого являются у =4 и у; =3, 
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И 

ВА АЛЕН 
ВЕНЕ в 
Е ЕЕ 


У +=. (7.50) 
Второе уравнение системы (7.47) и уравнение (7.50) образует систему 
уравнений 
[+ -р- 
и еж ух. 


Скланывая уравнения системы (7.51), получаем уравнение 2\/у+ = 


=2\т+1, после возведения в квадрат обеих частей которого следует 
4к-4у=-1, 


Следовательно, имеет место система уравнений 


или 


(150) 


4х-у=4, 
45-4» 
и 
корнями которой являются 4 =; ну =. 
ив. , 
=: 


Примечание, Так хак х=0 н у=0 ис являются корнями системы урив- 


исний (7.47), то ие Дон ее +6. пе 


[.24] Решить систему уравнений 
и, - Им 7 


Решение Преобразуем первое уравнение системы (7.52) спедующим 
образом: 
2+5? -4ху+2х-6у+2= 


№ +2*(1-2у)+ (1-2) -(1-25) +55? -6у+250, 
(ен 2+0, (хучу 0. 

Отсюда следует, что первое уравнение системы (7.52) равносильно 
системе уравнений х-2)+1=0иу-1=0, кории которой равны х = и 
я =1. 

О 
Поаставлях найденные значения 4 и М во второе уравнение систе- 


мы (7.52), убеждиемся в том, что х,=1, у, =1 являкися корнями системы 
уравнений (7.52). 


$ Ответ: 5 =1, у 


[225] Решить систему уравнений 


ху? -Злу=1З, 


(7.53) 
+ -ду-х-у=6. 


Решение, Воспользуемся равенством, которае нетрудно доказать пу- 
тем раскрытия скобок в правой его часть, т.е. 
И Заее(инуна)[й+ +2 -лу-м-у). 054) 
оля в равенство (7.54) подставить 2=1,то 
Я +1- зу = (+++ 1-ду-х-у). {1.55) 


Перепишем систему уравнений (7.53) в равносильном виде следую- 
шим образом: 


Ру и-ву-ы, 
чуду =7. 


"Отсюда н из уравнения (7.55) следует, что х+у+1=2 или у=1-х. 
м 


о о бы бары 


32—22 +ду-31+2у-1=0, 
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ть а наи аккы пали ааа аа заб ВЫ 


=(1-2)-х-(1-х)=6 или 2 -д-2=0. 
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Корнями уравиения д? -х-2=0 являклся д =2 и х; = -1. Посколь- 
ку у=1-х. тои =-1иу,=2 
+ Ответ: х =2, у 


ОБ пение нененя 
(5-0 _2 
ин 5’ 


(7.56) 
2-1 
Ра 2 
Решение. Вычтем из второго уравнения системы (7.56) псрвое урав- 
нение, тогда 


2-9 5-5 +) т 
(“ +1 +] 


(57-9 ях 


(= +)” +) 16 
или 
(26-1 м 
и 51] 
(2+6) ю #57) 
зураиноноистеми 7 сподуттрятог РКУ „ 


2 +1=2(ху-1). Всли выражения лля х?+1 и у? +1 подставить в уран- 
нение (7.57), то получим 

2-1 

пох (-1 


2(у-х) 


= вши у= 


(2? 242) =(в? +1)(2-2), 55° 35-250, 


(52 -5)-6х-3)-0, 


(*-9(62+5=+2) о. 658) 
Если учесть, что 5х” +5х+2>0, то из уравнения (7.58) следует, что. 
2х 
х-| = или д =1. Побкольку ут. то и =2 


$ Ответ: м =1, у =2, 


[27] Решить систему уравнений 
+в: у = у-ЮЕ>3+108, 5, 
|х-ов; 72+ Юве х = 2+6 у. 


{7.59) 


Решение. Из условия задачи следует, что х>0 и у>0. Используя 
спойства логарифмов, преобризуем систему уравнений (7.59) следующим 
образом: 


2 уж, 
или 
ее У [3252 = 2. у. 

`Из второй системы после перемножения левых и правых частей 06о- 
их уравнений получаем ху :3** .2^* =ху-3”.22”, Так как х>0 н у>0, 


[2уыз. 


то из последнего урависния следует 12” = 12° нли у=2х, 


Подставим выражение у=2х в уравнение 2".у= 
2» 


-х и получим 
2.2х=32* д. Поскольку х>0,то 2""'=37 
Полученное уравнение прологарифмирусм по основанию 2, тогда 
1 
1-25-63 ила же. 
Нан АНИ 


Таккак у 25 томам 
м: 
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Решить уравнение 


3 
62 Знз = 250$ 


Решение, Первоначально оценим снизу левую часть уравнения (7.60), 
применяя для этого неравенство Коши (3.1) при я=6. Так как 


5. 
Тетя 1, 0 5—7 
314 яалх 


( 
В этой связи, сы 


тв. 
14+мпих 


"Следовательно, равенство в уравнении (7.60) достигается только 
том случае, когда обе сго части равны $. А это означаст, что примощ 
зытпе неравенство Коши обращается в равенство п, кроме того, зшях =1 
Таким образом, имеем систему уравнений 


ях 1. 
Из перволо уравения системы (7.61) получаем д 
только ж = удовлетворяет второму уравнению системы (7.61). 


+ Ответ: х.=1. 


—_ 


Е 
28:31 
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Решение. Для определения области допустимых знечений перемев- 


ной х в уравнении (7.62) рассмотрим систему неравенств. 


85-211 -620, 
2 -4х+3>0, 
х> 0 


Нетрудно заметить, что приведенная выше система неравенств раз- 
носильна уравнению х7 -4х+3 =0, корнями которого являются д, =1 и 
х; =3. Следовательно, в область допустимых значений переменной х 
входят только два значения х =] ил; 

'Непосредственной подстановкой в уравнение (7.62) убеждаемся, что 
только м = является его корнем. 


+ Ответ: м 


8 = РЕ (7.63) 
я х 


Решение. Первоначельно определим область допустимых значений 
переменной х в неравенство (7.63). Для этого рассмотрим систему нера- 
зенств 


9-2 >0, 
х 


х=0, 


из которой следует, что х23. 


о укуднь-тоо-ваеый ИРИ ЗО ИНИЩИИИИНИНННЯ 


Я СочиитЬ уравнение 


8х2 -6+1= 2-10 5 =4к+3 +1) @. 
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или Отметим, что х>1 уловлетворяет системе неравенств (7.66). 


Преобразуем неравенство (7.65) следукищим образом; 


(анна 


Пусть У -9 =а и УЕ =Ь. Тогда неравенство (7.64) привимает 


4+5 >15. или а? +8? >29 „где >0и6>0. 


Отсюда получаем неравенство (а-5)' >0, которое имеет место 


дюбых а и Ь, удовлетворяющих условию из. Следовательно, 47.61) 
Ух’ -9 = х-9 +0 или х* 1 
. Поскольку х>1, то >0. Тогда, сели обе части неравенства 


Поскольку неравенство (7.63) определено только для х23 и т 
(0.67) разделить на \|-^‚ то получим 
х 


2 

4 +1-1> яр» [=]. 
; х 

ж+1> 1+2, А 
Ч 

ая 7 
пох, 2-х, 
х 


(5-1 >о. 


Полученное неравенство выполняется на вссй области допустимых 


‚ то его решением является совокупность двух интерв: 


35х< 


=> # 


87 17 
2 


$ Ответ: 3<х 


рые 


Решение, Область лопустнмых значений переменной х в неравенст. 
вс (7.65) определяется системой неравенств 


зизчений переменной х , кроме случая, хогла Уз 


Из неравенства Ах = 1 следует, что д’ —х-1%0 или хе 
Такхак х>1 , то решением перавенства (7.65) являются 


1+5 1+5 
из. 
2 2 


1<х< 


Поскольку 1-1 


1 
АО ли лье, >. 
х х г х 
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Решить неравенство 


(7.68) 


где х=1. 


Решение, Поскольку 


или 


{7.69 


Поскольку правая часть неравенства (7.69) неотрицательна, то нсра- 
венство (7.68) выполняется только для таких х, при которых левая сго 


засть строго отрицательна, т. =. *-х<0 или х(х-1) <. Отсюда следуст, 
что 0<х<1. 


$ Ответ: О<х<1 


 Докизать неравенство 


где 05а<1, 0561 н 0<е<1. 


Доказательство. Поскольку О5Ь<1 и 0<с51, то (1-5)(1-с)>0, 
т.е. 1-6-с+6е20 или б+с< 6+1. 

Такнак 05а51 и 5+121, 19 
2а 24 
Бет а+е+1 а+ с" 


@л9 


Следовательно, для левой части неравенства (7,70) имеет место. 
а ь с 29 25 2 
ен + + =. 
Бе+1 с+1 аб +1 а+Ь+е @+Ьфе а+Ь+е 


т.е неравенство (7.70) доказано. 


Р:34] Доказать неравенство 


а 


\ 


ал 


где а>0н5>0 


"Доказательство, Предположим, что неравенство (7.71) ие выполняет 
ся,т. © существуют такие значения а и 5, при которых 


а +. 972) 
% 


% 
Бели умножить на а обе части неравенства (7.72), то 
ачы ео Бьь р . (а -№)-Ы\а-№)<0. 


(а-5(45-1) 50. (2+6) <0. 
так как 50 н (2-6) 20, (+45) -6) =0, 


т.е, получили противоречне. Этот факт свидетельствует о том, что ие су- 
шествуст таких чисел а>0 к Ь>0, при которых выполнялось бы нера- 
венстно (7.72). Следовательно, перавенство (7.71) спранедлимо для любых 
положительных ан. 


`Дохазать неравенство 
4173) 


где —1<а<1и -1<5<1 


ти аа поз ПН оонмаыи 


беаыылаьаьы” = ба кабааы 
тодом от противного. Допустиы, что существуют такие значи 
где —1<а <! н -1<6 <1, при которых выполнястся неравенство 


Лю аналогии получим исравсиства,. 
ь 25 [ 


ас+1 ++ 5+1 


ия аиь, 
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7.74) и 
91% о таве  аа+ьзе) 


По аналогии получаем 


1 Е 1 1 1 


< " 5 
ас’ чае `ас(а+ё+с) Бета ве(а+Ь+е) 


Из неравенства (7.74) получаем неравенство 
27-й 2 
ПДН 


019) 
Следовательно, имет место 
1 1 1 а 
аб чак фе чаб Бзочаь 
1 1 1 
Завачьче) асазь+е) Бо (а+Ьч+е) > 


>0, 1-62 >0, 1-26>0 им 


“?)(1-в?), 


а чов (ий +) < заб), 


Так как -1<а<1 и -1<5<1, то 1- 
‘неравенства (7.75) следует 


(2-22-56) <2( 


ой дб а 
абс (а+6+е) абс (а+Б+с} абс (а+6+с) 


(ыы ев) < за ав), 

аж 1 

а? +6? < 206, (а-)' <0. абе(а+ь+с) ак 

Таким образом, получено очевидное протиноречие, которое доказы- 
вст справедливость требуемого неравенства (7.73), 


Таким образом, неравенство (7.76) оказано, 


[.37] Доказать неравенство 


Уи чавчы? +? асе «У чьече? ызуабчастве . (778) 


где а>0, 6>0ис>0. 


Доказать неравенство 
1 1 1 1 
а Ыб же +3 ы х 
иена азс чаве Бо аб ^1ве 
гдз а>0, 6>0 ис>0. 


{7.76} 
Доказательство, Предварительно покажем, что 


Ай чабнв? > [о (а+5). (179) 


Имеет место очевидное неравенство а? —245+52 > 0, Если к его обе- 
им частям прибавить трехчлен 3а?+626+35?, то получим неравенство 
Чай аа +46? > за? +баб+ЗЬ?, из которого следует 4(а? +е6+5?) = 


Доказательство. Предварительно докажем нспомогательное не- 
равенство 


а’ + чае > а6{а+ь+е}. ат”. 
Поскольку (а-5)}>0,то а? 26+? >46, 


т. . 
(ев (е-чьчы) > (а+в)аь а? зажав", 232+}? ‚т.е. неравенство (7.19) доказано. 


а +6 авс 2 а ф+аБ” +абс или а” +5’ +абс 2 а6(а+Ь+с}. 


но повысив наы Брывий 


Принимая во внимание доказанное неравенство (7.77), можно зани- часе? = +е) в У вес? 25 (6+6). 
сать 
194 Раздел 7 Комбинированные методы: 195 
С учетом доказанных выше керавенств имсем Имеет место 
Уеенаьтьй + расчет + чьсны > В (а+ь с). Деьс,а) ( се +: т 
а+Ь с+4) {ше 5+4) Ца+а Бе) 


Отсюда следует, что для доказательства справедливости неравенст- 
ва (7.78) осталось показать, что. 


В(ачьче)>зуабтась вс 0.80) 


Для доказательства неравенства (7.80) достаточно обе его части воз- 
вссти в квалрат, Тогда 


Зач не +2а+ Зае+26с} > 9(аб+ ас +5), 


а?’ че? -а6-ае-ве>0 или (а-6}'+(а-с}' +(5-с) 20. 


Так как в результате равносильных преобразовакий получено оче- 
видное перавенство, то сираведливость (7.80) докизана и тем самым нерё- 
‘венство (7.78) имеет место. 


Доказать неравенство 
12 


— 1 «Давен)< 
И 


03) 


где 
1 1 1 1 1 1 


ау И 
УР: 


а>0, 5>0, с>0, 4>0. 


Доказательство. Первоначально локажем вспомогательное неравен- 
сто 
4 


>— (7.82) 
х+у° 


+; 
ще х>0иу>0. 
Согласио перавенству Коши (3.2), имеем х+у2 2. . Тогда: 


4 4 РР 4 12 
а+ф+е+4 а++с+4 ачьче+а а+бчеча’ 
Далее, можно записать 


Мы 
5 а са 
4 4 4 4 4 4 
он 4 . 
бане ини бе ВЯ ска" 64). 
Отсюда слелует справедливость двойного неравенства (7.81). 


Доказать неравенство 
В 
5 ь 


а+с 


(183) 
тдеа>0,5>0ис>0. 


Доказательство, Введем новые переменные х=ф+с, у-а+с н 
т=а+Ь. Тогда За=-х+уча, 2Б=х-у+г и ечхфу-х. В таком 
случае для левой части неравенства (7.83) получаем нижнюю оценку 
И АЕТЕНИ 


|На последнем шаге доказательства неравенства © учетом того, что 
4>0, 7>0н=>0, было трижды использовано неравенство Коши (3.3). 


[.40] Доказать, что если 


2 (Мена) 0.84) 
Пря доказательстве дяойного перавенствя (7.81) воспользуемся перз- 
венством (7.82), 0 а+6=0. 
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Доказательство, Поскольку. я аа 
аб, нс +255. 
(№ а) 1) =1 в (# +1 +5) -ь) а 5 с 
: Следовательно, неравенства (7.87) и (7.86) локияны, 
то из условия (7.84) получасм систему 
[и а? +1 +а |242] Дохизать неравенство 
7.85 и 
4 $-7<8195. (1.88) 


(инь на- фттн-6. 

Так как [о +1+а>0и Я +1+6>0, то из системы (7.85) следует) 
нь, 
| 


Отсюда получаем требуемое равеяство «+5 -0. 


[.31] доказать неравенство 
(рее и), 


тдеа>2, 622 нс>2. 


Так как а>2, 622 ис22, 0 
2 


2, 6.2 а. 2,2, 
С а ь [2 с С 


Рассмотрим функцию дод=а+2, определенную на про» 
Г 


‚ 2 
Х2? . Поскольку производная /”(1)=2х--7- на рассматриваемом про- 
х 


межутке положительна, то функция у= /(х) является волпастакупей 


Доказательство. Рассмотрим неравенство, содержащее нензвест- 
ную переменную х, вида 1? 8+7 <0, которое совпадает с неравенст- 
вом (7.88) при х= $. 

Так как решением неравенства х?—8х+7<0 являются 1<х<7 и 
при этом 1< '92 <2, то неравенство (7.88) справедливо. 


Доказать, если а(а-6+с)<0,то 


В? > дас. (1.89) 


`Доказштельство, Из условия следует, что а*0. Рассмотрим функ- 

шию /(х)=а5' +ёр+е. Тогда /(-1)=а-Ь+с и заданное неравенство 
можно переписать как а. /(-1) < 0. Исследуем два случая, 

1. Пусть а>0 и /(-1)<0. Так как а>0, то встви параболы у= 


2-х +с направлены вверх. Однако, 1(-1)<0, поэтому парабо- 


ла у=ах? +6х+с пересекает ось ОХ вдвух точках, 
2. Пусть «<0 и /(-1)>0, По аналогии с предыдущим случаем дела- 
ем вывод о том, что парабола у=ад?+5х+с пересекает ось ОХ в 
двух точках. 
Поскольку з обоих случаях парабола у=ад' +6х+с пересекает ось 


ФЕИ 


поэтому /(4) = /(2)=5. 
Отсюда получаем неравенства 
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[:44] Доказать равенство 
2 2 2 


за “ии” 


23:4 5.67 


бани, 0.90 


тде н>1. 


Доказательство. Преобразусм левую часть равенства (7.90) сле. 
`дуюшим образом: 


*2.3 3.4156 57 Вл- Зи За Зи)" 


+3-2_4-3,6-5 7-6, 
23456 67° 


З-(3и-1)_(3и+!)-3и _ 


За 2 и Л и+2 
Таким образом, равенство (7.90) доказано, 


О В СР НРА АЗОТА  ВАИНИНА ЧРИ УИРИИОАРАИВАНЫЕ 
Корня. Следовательно, дискриминант данного ураанения строго больше 
пуля н поэтому имеет место неравенство (7.89). 


РАЗДЕЛ 8 


Методы, 
основанные на использовании 
ограниченности функций 


Одним из эффективных методов решения уравнений или неравенств 
заляется метод, основанный на использовании ограниченности функций. 
К наиболее известным ограниченным функциям относятся, например, неко- 
торые тригонометрические функции; обратно тригокометрические функции; 
фуметим, солержашие молуль, степень, коремь с четной степенью ит. п. 

Приведем наиболее распространенные простейшие неравенства. Имеет 
место 


7620, 15 их 1, -15совх<1, звонит, 


2 


О<агсовх 5 л, кие <, О<агоаих сл, а >0, 


(о 8(х =)" 20, 2х ео, та, Бата 
а 


и многие другие, Здесь » — натуральное число, #(х)>0, а>0и5<0 


Кроме приведенных выше неравенств имеются н болео сложные, в ча- 
стности, тригонометрические неравенства 


1 1 
ОИ яч ХТ, 5 хо" х51 


и - узы <азтх чьих < Я +57, а также неравенства с модулями 
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вида [4-95 @28 54+ 
"Следует также отметить, что при решении некоторых задач, приведен- 


вых в настоящем разделе, можно эффективно применять неравенства Ко- 
ши, Бернулли и Кошя—Буняковското, описанные в разделе 3. 
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Задачи и решения 


ВЛ] Решить урависние 


8) 


Решение. Оценим обе части уравнения (8.1). Имеет место 2° 


: 
=2.-2° >22 и 1-1 <1. Так как левая часть уравнения больше иля рав- 
на 2, в правая ее часть не превосходит 1, то уравнение корней не имеет 


$ Ответ: корней нет, 


8:2] Решить уравнение 


42 +4- А 1=35й. (82) 


Решение, Нетрудно видсть, что левая часть уравнения (82) \/х' +4+ 


$2 +12241=3 , з провая его часть 3—55* 53. 
Следовательно, получвем систему 


Ра 7+1 =3. 


3-54? =3. 


Корнем второго уравнения системы является х,=0. Подстаовкой в 


первое уравнение убежлаемся, что д =0 является корнем системы урав | 


нений и уравнения (3-2). 


$ Ответ; м =0. 


83] Решить уравнение 
+= 6+. (83) 


Решение. Первоначально определим область допустимых значений 


Ла) ==-2+3Д=-2)(4-1)+4-х=2+2 я? +би-В- 
=2+2\/-(х-3) <24+2=4, 
те 4) 52. Одновременно с эгим имеем. 
= -в+И=(х-3} +222. 


Отсюда следует, что /(х)==0)=2 


©. получаем систему уравнений 


2+2, 
(84) 
5? -6х+И=2 


Из второго ураянения системы (8:4) получаем ху = 3. сли значение м 
подставить в первое уравнепие системы (8.4), то убедимся, что даниое значе- 
ние х является корнем системы уравнений (8.4). Следовательно, д} =3 яв- 
ляется корнем уравнения ($.3). 


$ Ответ: х 


Примечание. Оценить сверху левую часть уравиеняя (8.3) можно на ос- 
нове использования неравенства Кова —Буняковского (3.8). Имеет место 


(АА Р)-2+4-5)-4. Отели саит, чт 522+ 
31-552 


Решить уравнение 


м) 


(85) 


` Решение. Поскольку 


452 +4х+17 = (2+1) +16216 и вн 


\ 


то (48 +4) (#541) 216. 


Оеюле к из иаанокия @.5) следует, что равенство э уразиении (8.5) 


‘переменной х в уравнении (8.3). Имеет место 25х54, Пусть теперь 


о) = Ук + 4-Х и зд =х -65+1, 


Тогла. 
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авлястся 


1 1 
щ-—5. в второго уравнения — д=т. Так к д ль, то 


2 
уравнение (8.5) корвей не имеет. 


$ Ответ: корней пет. 


8:5] решить уравнение 
\-4+45-х-=(х-1} («-8). 85) 


Решение. Так как х—4>0 и $—х20, то областью допустимых дна- 
чений переменной х в уравнелия (8.6) налякися 45х55. 


Так как 2420 и \{5-х20, то левая часть уравнения (8.6) явля- 
стся исотрицательной. В то же время, соли 45535, то х-8<0 и 


@-1*@-8 <0, т.с. правая часть уравнения (8.6) на области допусти-. 


мых значений строго моньше 0. В этой связи уравнение (8.6) корней не 
имеет. 


$ Отоет; корией нет. 


Ев] Решить уравнение 
д'—х+2=2-{/2х-1. (8.7) 
Решение, Областью допустимых значений переменной х в уравнс- 
нии (87) являются х2 ; 


Применим к праной части уравнения (87) неравенство Коши (3.1), 
т.е. 


2.47 еее) =2 


Отсюда н из уравнения (8.7) получаем неравенство д’-л+2<х+1 


или (х-1)’<0. Однако для любых х всегда справедливо неравенство 


(= 50. Поэтому (#0 


цостигается только в том случае, когда одновременно выполняются два. 


2 


з 
равсяства 4х? +4х417=16 их +14. Корнем первого уравнения 
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Решить уравнение 
Моде 4-х =3. 88) 


Решение. Так как 7 —120, о фот —1> 0 >3. Бели при 


этом еще учесть, что х < >0, то левая часть уравнения (8.8) строго 
больше 3, а это означает, что уравнение (8.8) корней не имеет. 


$ Отзет: корней нет, 


Решить уравнение 


мт — 


`Решение, Первоначально избавимся от нррациональности в знамена- 
теле обеих дробей левой чести уравнения (8.9), т.е. 


(89) 


Отсюда получаем 4-х 5+3. Далее, возвелем в квал- 
рат обе части последнего уравнения, тогла 


Тби чбх- в" 5 + -х= 2547 +30%+9, 


Вх +7 +15х+9-0. (8.10) 
"Поскольку дискриминант уравнения 8х? +15х+9 =0 меньше нуля, то 


#7 +15549>0. Кроме того, ЗУ“ 5 >0. В этой связи левая часть _ 
уравнения (8.10) принимает только положительные значения, Поэтому 
уравнение (8.10), а вместе с ним н уравнение (8.9), не имеет корвей. 


$ Ответ: корней ст. 


СРУЕЧЕНЫ 


ана тыьани 


НЕ уу уч 


втом, что д = 1 являстся сго корнем, 


$ Ответ: х, 
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Решить уравнение 


хака (++) [+2 +4) в.) 
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Решение. Так кик 7 +541>0 ид +4? +424, то 
27 +25+324[й +241). 
Отсюда получаем квздратное неравенство 
32 +25+150, 8.12) 
Однако неравенство (8.12) является противоречивым, поскольку 
ие 
351 +2х+1=3] = +=>0. 
( 2) "з 
"Следовательно, уравнение (8.11) корней ие имеет, 


+ Ответ: корней нет. 


Решить уравнение 


х-у 


= (13) 


Решение. Возвелем в квадрат обе части урависния (8.13), тогда 


2%-у-# 2, [2х-у°- 27 (оа-у-З) +2и- уз +у, 


3) = (++ (1. 


_Левая часть уравнения (8.14) меньше или равна 0, а правая часть я 
ляется неотрицагельной, Поэтому равенство в уравненин (8.14) может быт 
только в том случае, что обе сго части одновременяю равны 0. А это 
можно лишь тогда, когда м) =1, у =-1 на 


+ Ответ: д =1, и=-1, а 


В] Решить уравнение 


Уна д-2]+4й 9516. 


Поскольку 


| —*- 0, то из уравнения (8.16) получаем неравен- 


ча 
ство Ух” +3х+4 4х —9х+16 20. Отсюда следует 
\2 +3545 95416, 2 +35+45441 -9:+16, 
35? —12+12 50 или (х-2)' 50. 
Так как (2) >0,то (х-2] -0 иан х =2. Подстановкой в урав- 
нение (8.15) убежлаемся, что х, = 2 является корнем этого уравнения. 


$ Ответ: х =2 


12] Решить уравнение 
ряды 
я-5 


+36 


=к-2. 


(847) 


`Решение. Так как <? =| 


то ураниение (8.17) можно переписать как 


(8.18) 


Так как [3х-4|+(|:|--6} 20 и [=-2]>0, то из уравнения (8.18) сле- 


дует, что х-5>0 или х>5. В таком случае [3х-4|=3х—4, ||=х 


|2] =х-2 ииз уравнения (8.18) вытекает уравнение 


3-44 (6 
5 


которое имеет единственный корень д =. 


+ Ответ: х-П. 


13] Решить уравнение 


`Решение. Уравнение (8.15) можно переписать как 


УРА ох 


816 
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она 5-25 10. (8.20) 
х 


Пусть Абд =з 9+4 -16 +547 -25 в вод. нару 


но видеть, что функция у= /(х) является непрерывно возрастающей на 
области допустимых значений, а функшия у=5(т) — непрерывно убы- 
ваюидей, В этой связи уравнение (8.20) имест не более одного корня, Этой 
елинственно возможный корень л, =5 нетрудно найти подбором. 


$ Отмет: х =5. 


В14] Решить уравнение 
За ох = А. 
Решение. Так как 8х? -2>0и 


аук = 4+4 = [2х 1] +3>.5, 


то левая часть уравнения (8.21) больше или равна \3 . Отсюда н из урав- 
‘нения (8.21) следует система уравнений 


2—2 =0, 
2-0 + 


1 
Система уравнений ист сдинственный корень =>. 


(821) 


\. 


1 
2 


$ Ответ: х. 


8:15] Решить неравенство 
\- «88. 


ева. ббаньыь пон Забаный пабаный © Бай. 


22) 


Зам? 9+4? 165? —25 =120. (8.19) 


`Решение. Облистью допустимых значений переменной х в уравне- 
пин (8.19) являются х 2 5, Перепишем уравнение (8.19) в виде 
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любых х из области допустимых значений, т, с, решением неравснет- 
ва (8.22) являются 15х51 


$ Ответ: 15 х<1 


Е аоернаето 


Решение. Поскольку, согласно неравснству Коши (3.3), имеет место 
неравсяство 


то для левой части неравенства (8.23) справсллива нижняя оценка 


р вв 
х’ +1 


Перепншем правую часть неравенства (8.23) в виде 


Г ТЕ: 1% 
-д 4 2+4] 


Применим неравенство Коши (3.3) к правой части неравенства (8.23) 


илолучам 

т 7: ы 
фа о + Е }5 0-2 
{ +1 7+1 


Поскольку Уб > 2, то неравенство (1.23) решения не имеет, 


$ Отеет: решених нег 


Решить уравнение 
25.44.04 


(8.24) 


5д51. 


стве (8.22) являются — 
Нетрудно видеть, что на области допустимых значений 1-х? < и 
УЛ < 5-Е <. Так как 1 < 3/4 , то неравенство (8.22) выполняется для 
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'Решение. Воспользусмся неравенством |[4|+||>|а-Ё|, тогда полу- 
чим [их -З22, 4-6 22 м 
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25.39.44 > 25.749. 450. 
Отскода и из уравнения (8.24) получаем систему уравнений 


НЕЕ 
[54+ -9=2. 


Известно, что равенство |4] + | =[а-М равносильно неравенств; 


4-6 50. В этой связи корнями перного уравнения системы (8:25) являкл: 
ся произвольные значения х из отрезка 35 х< 5, а корнями второго у} 
нения — произвольные значения хиз отрезка 45х56. Следовательн 
корнями уравнения (8.24) будут произвольные значения х из отрезк! 
45х55. 


$ Ответ: 45х55. 


18] Решить уравнение 
39. 
Решение, Рассмотрим дви спучия, и именно, х5 0 их>0. 
Пусть х50, тогда 3* <1. Так как [220 н [5+3] 20, то 3+ 


(8.26) 


+31 >32 +30 =2. Поскольку 3* 51, то уравнение (8.26) срели х<0] 
корней не имеет. 

Пусть х>0, тогла |х-2]>0 и |#+2]=х+2. Поэтому левую 
‘уравнения (8.26) можно оценить всёж. 


$4, 


Поскольку 3" >0,то 1+9.3" > 3". Следовательно, и в данном 
уравнение (8.26) корней не имеет. 


+ Ответ: кориой нст, 


19] Решить уравнение 


(2 +2.>) +=") -0. 828) 


Е . 
Так как (№2 +2-2") 20 и (2*-1] >0, то из уравнения (8.28) сле- 
‘луст система двух уравнений 


2+2. =0, 


8.29) 


Корнем второго уравнения системы (8.29) является д} = 0, однако под- 
становкой в первое уравнение убеждаемся, что х =0 не являстся корнем 
системы уравнений (8.29), т, ©. уравнение (8.2%) корней не имест, 


$ Ответ: корней нет. 


Примечание. Бели уравнение (8.27) рассматривать как кзадратное уравнение 
‘отвосительно х?. то осо дисириминает 


р ° 
еее = (2 - 
4744-54 +2" —1=-(2'-1) 


принимает неотрицательное значение только в том слунае, когда х=0. Од- 
вако данное значение х нс является корнем уравнения (8.27), 


В:20] Решить уравнение 


пов ово (2 + 


(8.30) 


Решение, Поскольку УК? +11 и д? +121, то 
ва (У +0 и в: ($2 +1]>0. 


Отсюда, принимая во внимание уравыеные (8.30), получаем систему 
‘уравнений 


х +29 +45 


7-42 +1=0. (8.2 


Решение. Преобразуем левун> часть уравнения (8.27) путем выделе- 
ния полных квадратов н представим уравнение в внде 
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Бе чабы ый: лы 
@30 
пов» (2 +1) =0. 
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'Корнем системы уравнений (8.31), а также уравнения (8.30), является } 


д= 
$ Ответ: х, =0. 


Е] Решить уршнение 


у 4-8 (++. 


832) 
47 +21+4 


Решение, Очевидно, что областью допустимых значений переменной г 
в уравнении (8.32) являются чнсловая ось ОХ’, Оценим обе части уравне- 
ния (8532). 

'Использух неравенство Коши (3.3), получаем 


"ТЕТ 
У +24 + 374244, 2 
2 №? +2х+4 


Поскольку х* +57 +121 „то ЮЗ (+ 


24 


1] 20 иправая часть урав- 
невия (8.32) не превосходит 4. Отсюда следует, что равенство в уравнении 
{8.32} достигается только в том случае, когда 0бе его части равны 4. 


Пусть 41082 (51427 +1) = 4 тогла пои? +1] =0, +7 +1= 


= иди 2? (57 +1) =0, Следовательно, х, 


Подстановкой в уравиенне (5.32) убеждается, что х. =0 является сго 
корнем. 


$ Ответ: 5 =0 


ткань 
1082 (х-1)- 1082 (5+1) ЮВ. 2>0 


(33) 


Решение. Нетрудно установить, что областью лопустимых значений 
паланений хоизнанитня О нина 


Пусть ух, Поскольку ужН тих», то >1. 


х-1 
В таком случае из неравенства (8.34) слелует 


ов: у+ >0 


зу 
эли 


<0 (835) 


0< 108; у <1,1<у<2,1<1+ 


или х>3. 


$ Ответ: х>3 


23] решить чоравенстьо 


29 юв, (акк 2] 1. (836) 

Решение. Черавенство (8.36) раввоснльно неравенству 
тов; (4х -2) > 2" (837) 
Так как 4-х -2=2-(х-2)} 52, ю тов (4х-х° 1. По- 
скольку [г-2]> 0,10 22 > 21 =1. Следовательно, верхняя опенка ле- 


вой части неравенства (8.37) совпадает с нижней оценкой его правой час- 
тии равна |. Поэтому имест место система уравнений 


22а 


тов: (9х2 -2) 


ОР ОИ ОЧЕН, ЧЕРИ Фрея. 


Перепишем неравенство (3.33) в виде 


ов юв,.12>0. (834) 
> 


Гы 
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хо найти из приведенных выше рассуждений. 


$ Ответ: х =2. 


Методы, основанные на использовении оерониченности функций — 213. 


24] решить уравнение 


эряхнх* -х+ 5. (8.38) 


Решение, Выдсиим полный квадрат в правой части уравнения (8.38), 
т.е. 


"Отсюда следует, что 


х-х+ 


Так как при этом Молх <, то из уравиения (8:38) получаем снетему 
уравнений ы 


ытях =1, 


АЯ, фе 
4 


Единственным корнем второго уравиения системы явается = 


Подстановкой в первос уравнение убеждаемся, что найденное значение х 
является корнем системы уразнений (8.39) и уравнения (8.38). 


1 
$ Оннет: 1. 


в.25] Решить уравнение 
2+2. 


‚+1 =0. (8.40) 


Решение, Преобризусм левую часть уравнения (8.40) следукищим об- 
разом: 


ивр) + ( у)? (ху) - чи? (ку) 


ПЕТРЕ ` ЗЕЕ РН 


Так как (х+51п(5у)). >0 и 05? (1) >0, то из уравнения (8.41) вы- 
текает система уравнений 


в (ху) =-х, 
(8.42) 
сов (лу 


Так как соз(3у 
= 1. сли значения х)=1 х 


0, то (у) = 1 и из первого уравнения (8.42) 
—1 подставить в уравие- 
ния системы (8.42), то дважды получаем систему уравнений зпу= 1 и 


со5у=0, корнями которой яыляются у=И(44—1), где & — целое чиело. 


+ Отает: х =, и 5-х в=-Ь эта -о, тде Е — целое 
число. 


|Е-26] Решить уравиенне 
зд совх = речек. (843) 


`Решение, С одной стороны, —А42 < зп х+-с0зх < \/2 . С другой, 
речек 
их 
и согласно неравенству Коши (3.3), (3.4) справедливы неравенства 
цех+авх> 2 и ф+аех < 2. Следовательно, нет таких значений, кото- 
рые могут одновременно принимать левая и правая части уравнения (8.43), 
т.е. уравнение корней не имеет. 


+ Ответ: корной ист, 


Реплить уравнение 
зтх+еозх = Дреацх. (8.44) 


Решение. Для левой части уравнения (8.44) имеет место зерхняя 
оценка вида $пл+с05х <. Из уравнения (8.44) следует, что шх>0 
"ранен нано онленьзаныях Зоье 0:5 Бренна вонь исваоаний 


ыы ых, афый:: 


(8.44) получаем нижнюю оценку вида 


Таким образом, урвнение (8.40) равносильно уравнению т 
- а. Та 
(зу) сов? (ву) =0. 64) пена = г; 2 4. 
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Следовательно, равенетьо в уравнекин (8.44) может быть только в 
том случае, когда обе его части равны \/2 ‚ т.е. нмеет место система урав- 
неный 


ва 


|ескавт =, 
коряями которой являются =+ 2ли, где и — целое число, 


+ Ответ: ыы п — иклос число, 


28] Решить уравнение 
з 


зе 5х-совх >. (8.45) 


`Решение. Поскольку |п15х] 51 н -\2 зпх+созх < 2 , то левую 
часть уравнения (8.45) можно оценить сверху, как 
эх+ 5х -совх < м х+ 55] [205 < аш х+ [608 < 2. 


Так как 44. то захечиИичинх<5. 'Спедовательно, уравне- 
ние (8.45) корней не имеет. 


$ Ответ: корней пет. 


Примечание, Для получения верхней оценки левой части уравнения 
(8.45) можно использовать норавенство Коши-- Буняковского (3.8). Тосла 


(мпхчзш $х-совх)} < (1+зйо? 15х) (и? х+-соз? х)<2-1=2. 


Отсюда следует, что т х+5й 


В.29] Решить уравнение 


зх+ созвх сх 5 <. 
Поскольку -1< 12 < | ‚ то имеет место нижняя оценка правой час- 


тн уравиевия (8.46) вида 
Б-ми2х я 
=. 
2 я 
"Сравнивая опенки левой и празой частей уравнения (8.46), получаем 
систему уравнений 


упх+яш Вх созх = 


(847) 


Система уравнений (8.47), равносильна совокупности двух систем 
уравневий 


(8.48) 


2х =, 


Так как пах =1, то с052х=0 и зи4х = 23112%.60%2х =0. Далее, 


поскольку созх = 12? 4х, то созЗх =1. Отсюда следует, что первая 
системи уравнений (8.48) являстся несовместной, а вторая система равно- 
сильна системе уравнений 


зах+совх = 02, 
й (849) 
мпх-созх- = 
2 
я 
`Решая систему уравнений (8.49), получаем эх их = 1. 


-(8п +1) , где п — целое число. 


$ Ответ: х, = ви +) „тд п — целое число. 


ЕАН 8907 


2 


`Решение, По аналогии © решеннем уравнения (8.45) получаем верх- 
нюю оценку левой частн уравнения (8.46) в виде 
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Решение, Поскольку зпх=1 и созх 51, то левую часть уравнения 
(8.50) оценим как 510? х+ 05° х <? х+ 609? х=1,т.е. ° х+с05' хо. 


В тоже время эт х<1 и поэтому 2-50 21. 
'Слеловательно, из уравнения (8.50) получаем систему уравнений 


За хате х, 
|с05° х= 05: х, (8.51) 


| х 


\Из системы (8.51) слелует, что зпх=1 и поэтому корнями уравне- 


ния (8.50) являются 


2(46+1) „где К — пелое чнело. 
2 


$ Ответ: = Е +0), где & — пелое число, 


Вт] Рынить уравнение 
2505д+с054х—005бх = -3. (8.52) 


Решение. Так ках со 


— созбх = -2515д-зиЦ-х), то уравнение 


(8.52) равпосильню уравнению 2608 х— 254 5х-вй(-х) 


Р з 
возят тя. 


Однако [1 5х] <1 и У эт созх < 2 ‚поэтому 


ид. 


53) 


совх+ят5х яп х > созх - [мп 5х5] 2603 


Поскольку 2 >, то совх+ зибемил> 5 и уравяение (8.53) 


корней не имеет. Следовательно, исходное уравнение (8.52) также не име- 
ст корней, 


$ Ответ: корней нет. 


"Примечание. . Используя неравенство Кошш--Буняковското (3.8), можно по- 


36] Решить уралнение 


зп со хе 2-5‘ х. (8.50) 
Методы, обноавиные на ирлользвани поромменности функц! 17 
В.32] Решить уравнение 
(502=+ Зсоня 8.54) 


"Решение. Поскольку 


312+ Усова» [так Зоны = 


и 
а вики око зв) зь 


р р 
то (ми21+ УЗ еов2х) 55-1. Так ках вез >-1томо рвы 


(8.54) следует система уравнений 
[С Февзз} - 
) 
62-2 =-1. 
6) 


Отсюда получаем систему уравнений 
ит (= + =) 
з 


й 
|=(2=-=) 
РВ 


{8.55) 


Корнямн второго уравнения системы (8.55) являются Ели, 


тдо п — целое число. Подставим найленные значения х в первое ураз- 
нение системы (8.55), тогда. 


зп" | 2х+= |= 
м нь 


ИНАЧЕ: 


(совхзыйизх-виия) < (14+? 5х) [оч я+3и?) 52, 


ЕЕ АЙ 
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где п — иелое число, 


7л 
т-е+лп , где я — целое число. 


$ Ответ: х 
12 
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Решить уравнение 


(со52х—с054х]} = 4+соя? 3х, (856) 


Решение. Так как —1 < 052551 и —15 с054х 51, то 


—2 < 0525-50545 52 или (с0$2х-с054х}} <4. 


Поскольку 08? 3х>0, то 4+05?3х>4. Отсюда следует вывод ©. 
том, что равенство в уравнении (8.56) возможно лишь в том случае, когда 
обе сго части равны 4. Следовательно, из уравнения (8.56) получаем сис- 


тему уравнений 
Пео52х- 60841 
4 


[с083х=0. 


(857) 


Система уравнений (8.57} равносильна совокупности двух систем 
уравнений 


(с052х=1, — [с082х 


100845 =-Ь и 160845 =1, (8.58) 


[оз =0 — [соззе=0, 


я носовместной, поскольку при 


имеем со54х = 2605? 2х—1=2-1=|, а это противоречит вто- 
рому уравнению этой системы. 

Рассмотрим вторую систему уравнений (8.58), Пусть соз2х = 1, 1о- 
тда с04х =2608*25-1-2-1=1, Следовательно, вторая система уравис- 
кий (8.58) равносильна системе уравнений 
| 2х=-Ь 


(8.59) 
[со8Зх = 0, 


Решая систему уравнений (8.59), получаем созх=0 или д) = = яп, 


где и — целое число. 


+ Ответ: 3 лы п — шелое число, 


`Решение, Ошеним снизу левую часть уравнения (8.60). Для этого пре- 
образуем се следующим образом: 


Заик [м хчсов" 


] Не +0? В — 25? х 


Так как нижняя оценка левой части уравнения (8.60) совпадает с его 
правой частью, то получасм систему уравнений: 


8.60 


Пусть пл = тогда 


- 
$ 


0? 2х = 45? х-с06? х = АЗ д 


О з 
Другими словами, соли зпх= ут, то И? 2х = 1. Значит система 
12. 


уравнений (8.61) равносильна уравнению эх = Я 
"Следовательно, корнями системы уравнений (8.61), в также уравне- 


низ (8:60), позяютя  =(-1)' Реля „ге п — шелое число. 


$ Отает: х= 


ол 
1) поте п — целое число. 


‚_ - 834] Рашить уравнение 


ох аохы мно) 1. 50| 
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Решить урависпие 


22” зао (8.62) 


} 


Решение, Оценим снизу левую часть уравнения (8.62) с помощью нс- 
я РЕ 
2+ 95242.27 =2. Если учесть, 


что ани < 2, то огсюда получасм систему уравнений 


‘раненства Коши (3-2), т. 


ха 
оне ия 


(853) 


Уралнения системы (8.63) следует, что жит 


эн =1+4п, ге п — целое число. 
$ Ответ: у» =, у =1+4и , где п — целое число. 


‚ 36] Решить уравнение 


2х 


я (х+у) чаи (д+у) = +1. (8.64) 


д? +1 


Решение Применяя неравенство Коши (3.2) к левой части уравнения 
(8.64), получаем 47+ св? > 28? ощпю 2, где фе я(е +). 


`Известно, что х? +12 2х . Поэтому $1, Следовательно, 


т—-+1<2. 
7+1 


Отсюда получаем систему уравнений 
я (ину) чая(к+у)=2, 
(8.65) 


я (1+) 1. ща (чу) = 1, У) 


где п — шелое число. 


4 Ответ: к -1, „тде я — целое число. 


8:37] Рептить уравнение 


\-27 [? х-Мупх-созх 5609? +3433 


5 


= ася? х+агссоя? х (8.66) 


47 


Решение. Областью допустимых значений переменной х в уравне- 
вии (8.66) являются -15х51. 
Первоначально покажем, что функция 


А (к) =5й х 4 5тх-созх — $05? +333 


при любых х может принимать только положительные значения. 
Представим функцию у= /(х} следующим образом 


(а) =1+-3\83 — Ч5тх-совх — бой? х = 
=3483 -2 -14ы ша соъх -3(2соз? 1) = 
3/13 -2-(75п2х+ 360524. 


Поскольку УР: <ачт2х+Веочх < ИЯ СЬ , то имеег место 
158 5 75124300525 < [58 ‚те. /(л)23/33-2- 458. 


Следовательно, для доказательства неравенства /(х)>0, необхоли- 


мо показать, что 3433 > 2+158 ‚ С этой целью возведем обе части даяно- 
то неравенства в хуб, гог 


ЩИ — РРР 1 


ВА 


Корнем второго уравнения системы уравнений (8.65) является 2 
Подставим найденное значение х в первое уравнение системы, тогда 
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891> 356+70./58 , 535 > 70458 , 107>14-/58 
(107 > (14488, 11449 > 11368. 
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Полученное численное неравенство свидетельствует о том, что 


/(х)>0. Если при этом еше учесть, что {1-57 20, то левая часть урав- 
нения (8.66) неотрицательна. 


Рассмотрим теперь правую часть уравнения (8.66). Поскольку 


: я 
итзпяНшесовх = ‚то 


В 5 я 
пло воьвь В лы шит. 


= 2ыпосов? х-лыесовх-я? = (2 гесовх+л )(вгосовх я) 
Однако известно, что 05агосозд5л. Отсюда следует, что 
(2агссовд+ я) (ссозх-л)<0, т.е. правая чёсть уравнения (8.66) не 
превосходит (0. Рансс было доказано, что левая часть уравнения {8.66) не- 


отрипательна, поэтому равенство в (8.66) может быть только в том случае, 
хогда обе его части равны 0, в это возможно лишь прн д =-1. 


$ Ответ: 5 =-1. 


8:38] Рошить уравнение 
106; (5430034. =? =). (8.67) 


Решение. Поскольку соз4х>-1, то 5+3с084х22 н поэтому 
Зов Звоафа) 1, Сдутой стороны ить ва? (+1) <7.Взчй 


свизи равенство в (8.67) может быть только в том случае, когда обе части 
уравнения равны |, т.с. 


ов; (5+36054х)=1, 


|= =“) 


Отсюда получаем систему уравнений 


Из эторого уравнения системы (8.68) получаем х) = пня, где п 


пелое число. Подетавим значения х. = 


+ян в первое уравнение систе- 


мы (8.68) н покажем, что найленные значения х являются его корнем. 
Имеет место 054 — со (я +4ян) = совл =-1. Отоюда следует, что 


:. п 
корнями системы уравлений (868) являются = рии, где и — целое 


число. 


= 
+ Ответ: 5 = злп, пло п — епое число, 


В Решить уравнение 


да 
ны +1)-юв,х. (8.69) 


Решение, Облястыю допустимых значений переменной лв уразие- 
вии (8.69) являются х>0. Используя свойства погерифмов, перспншеы 
уравиение (8.69) ках 

) 
нь } 870) 
з = 
Поскольку #> 0, то согласно перавсвству Копи (3.3) имеем 


1 1 
ан или иво]. 
х Ух 2/ 


Однако известно, что зн <1. Следовательно, равнство в (8.70) 


„достигается лишь в том случво, когда обе сго части равны единице, т. © 


870 


[с054х = 1, 
(8.68) 
(4+ )-=. 
4 
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.40] Решить уравнение 
(- 3 (2-е +5и2у. (8.72) 
зы" я 


Решение. Поскольку 05$? х<1 ‚то 


543 


28, 2-50 х>1 иона. 
зн х 


эх 


Однако зш2у 51, поэтому 743258. 
Отсюда слелует, что обе части уравнения (8.72) равны 8, а это воз- 
можно только тогда, когда зи? х=1 и зт2у= 1. Следовательно, корнями. 


уравнения (872) являются д =т+ли и и аль, те п, — целые 


числа, 
х д 
$ Ответ: д = ля. у Ай, те ль = целые чнела 


Решить уравнение 
@.73) 


Решение. Первоначально отыстим, что для обратной тригономет- 
рической функции у=агосовх справедливы неравенства —15х<1 и 
05 шссозх я. 


Следовятельно, для уравнения (8.73) имсем О загсок <. В этой 
Е 


055 (1-1) <я, 051-4252, 1$ $ <1 или 1551. 


т 
Кроме того, здесь -15—51. Отсюда и из двойного неравенства 
= 


Корнем системы уравнений (8.71) является х, =1, 


$ Ответ: х,=1. 
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‚ В.42] Решить уравнение 


ве 34437. 829 


Решение, Используя неравенство Коши (3.2), можно записать 
т 


. 
вы 
4 4 


х 


(8.75) 


Если неравенство Коши применить к правой части уравнения (8.74), 
то с учетом (8.75) получим 


'Из второго уравнения системы получаем х?=12 ли х=2\4, 


х; =-2\ . Нетрудно убедиться, что д =2\/3 и х, = -2\/3 удовлетворя- 
ют первому уравнению системы. 


+ Отчет: х 243, = 


унии 


вич =? (5—513х). ' (876) 


Решение. Уравнение (8.76) будем рассматривать как квапратнос урав- 


15 5 <1 получаем х, =-Т и х; =1. 


+. Ответ: 2-1, ль =1. 
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нение относительно сх, те. сих сы? х.(5-мп3х)+9 =0. Это урав- 
нение будет иметь корни, если его дискриминант булст неотрицательным, 
те (5-9131)' 3620 или [5-53] >6. 
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Нетрудно видеть, что неравенство [5- 


13326 выполняется только 


в том случае, когда зи 3х = -1, Причем в этом случа неравенство пре- 
врашается в равенство, 
Если подставить значение зв 3х = —1 в уравнение (8.76), то получим 


2 
сы‘ х- 6? 5+9=0, {#=?=-3) =0 или сш = +3. 
"Следовательно, имест место система уравнений 


[в03х 


[> =. 


Из второго уравиения системы получаем 
мп? х 


Тогда первое урависнис системы (8/7) прообразуём следукчиим образом: 


Ави? х+Зыпк = 1, пл. (4317 3) 


зтх. 41-3) или мах 1. 
*) 2 


Отсюда следует, что система уравиений (8.77) равпосильш уравле- 
| 


нию зтх Значит, корнями уравнения (8.76) являются 


п-т яв, 
6 
тде п — целое число. 
+ Ответ: х и яя те п — иелое число. 


Примечание, Систему урависний (8.77) можно построить, используя иные 

рассужления, 

1. Из уравиепия (8.76) слелуст, что сах =0 (в противном случае уравне- 
ние (8.76) превращается в противоречивое неризенство). Тогда разлелим обе 
части уравнения (8.76) на 18? и получим уравнение 


ке Эр ез-мы, @т) 
к 


Так как 1553 <1, 0 455-31 3х56. Слсловательно, равенство 
уравнении (8.78) лостигьется только » том случае, когла обе его части од- 
новременно равны 6. Это означает, что 


также зп = 1 
2. Перепишем уравнение (3:76) в вкде равносильного уравнения 


{ивйх- 3} чешй-1+03х) =0. в”) 


Тах как 


(4-3) 50 ашан) 50, 


|В.44] Решить уравнение 
пов (уч) ан +5) = 


(8.80) 
‘Решение. Обозначим (уу) = шея (1 + >), тогда из определения 


обратной тригонометрической функции /(х,›) ныеем г. <1(.у)< 


ыы 


и 1524 +51. 
Так как У(х, ›)<=, то из уравнения (8.80) следуст неравенство 


108: (+1)20, т.е. у20, Поскольку Ч+у<Ь и уго, о М1 и 
|0. Однако |4] 2 0 и поэтому х =0. 


Если 2М+ 51 им -0,10 у50. Так как ранее было усташоваено, 
чо 720,0 и =0. 


$ Ответ: х=0, 


` Используя нераленство Коши (3.2), получаем 


ати р 
= 


228 Раздел 6. 


`Решенив, Областью лопустимых значений переменных х и у всис- 
теме уравнений (8.81) звляжтся х20 и у20. 


Так как 20, то у+1>1 или [у+Т>1. С учетом того, что /х >20, 
получаем неравенство \/х + /у+1>1. Если полученное неравенство срав- 


нить с первым уравнением системы уравнений (8.81), то МЕ =0 и? 


{+1 =1. Отсюда следует ж =0 и у; =0. Непоередетвенной подстанов- 
кой во второе уравление системы (881) убеждаемся в том, что д =0, 
2 =0 является корнями заданной системы уравнений. 


$ Ответ: < =0, у =0. 


[4] пом скетвыу уривикй 


+ - 
М? -3у7 - 172 +5к=6. 


Решение. Так как х-у? —120,то х2 у? +121 или т >1. Посколь-. 


ку УЕ >1, У 20 и {2 120, то имеет место неравенство 


ры. (883) 

Сравнивая неравенство (8.83) с первым уравнением системы (8.82), 

получаем У =1, у? =0 и 0. Отсюда следует м =1 ня =0. 

Подетавим найденные значения хи У во второе уравнение систе- 

мы (8.82) н убедимся в том, что д: =, у =0 являются корнями этой! 
системы уривнений, 


у 
(882) 


+ Отает: $ =1, у =0. 


|471] Решить неравенство 


4884) 


2:251 Ротаить систему уравнений: 


Мент 
Мея+ 


(8.81) 
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1 
Однако [05х51 , поэтому — 21. 
ео р 


Следовательно, неравенство (8.84) имост место лишь в том случае, 
когда обе сто части равны межлу собой и равны |, т.с. 


4\-у-2 =0, (8.85) 


[оз 
Корнями системы уравнений (8.85) являются м =Они=1. 


$ Ответ: х.=0, у. =1, 


|:48] Решить неравенство 
а? х+совх> 5 (8.56) 
`Решение. Тах как зтх 51, то зи’ хз? х или 


ЗИ + созх 5 5 х + созх, (8.87) 
Рассмотрим вспомогательное неравенство. 


2 5 
МоЙ хноовя> (8.88) 


Из неравенства (8.88) получаем 
з 

а окик выкх-] <0 

4 2 


2 5 
(сов? х) совхоз 

4 
Получили противоречивое нерзоенство. Следовательно, неравенст- 
= (888) ие наполиетсят.о. дли любых х инет место ви? хчонх< 5, 
Отсюда с учетом неравенства (8.87) можно записать, что зи’ х+ 


ссд 55. Ато азначвст, что неравенство (8.86) не имеет решения. 


{$ Ответ: решений нет. 


9] 
Решение, Так как 1-у-х'>0, то у<1-х? 51 или УЕ. Вели 


учесть, что Д-у-я? >20, то. уу 51. 


230 Разрет 8 


Решить перавенстьо 


(Р-ев, (зто ани" = (8.89) 
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Решение, Неравенство (8.89) равносильно неравенству 
(акул [оъхзовкноный ==. (890) 


Поскольку -Х1+4х-3=1-(х-2)' 51, 0—2 +4х-3<1. Далее, 
имеет место 


олхчовач 2 = ошлх+ [1-22 ней = 
\ 


т.е, Юв; | с05лх+с08х+ 2587 Эа. 
| 


Отсюда и из неравенства —х? +4х-351 вытеквет неравенство 
) 
(-^ б-ка ока 1 


Полученное неравенство свидетельствует о том, что неравенство (8.90) 
презращастся в равенство. А это возможно только в том случае, когла 


одновременно выполняются следукишие двы условия: —х’ +4х-3=1 и 
ов; ры 2 а | . Отсюда получаем единственное реше- 
ние неравенства (8.89) вида м, =2 


+ Ответ: 


[5] Рапить нерзисистьо 


Лот (4 из) вон. (891) 


Решение, Так как 4—5т3х>3, то 108; (4-53х)>1. Отсюда и из 


12х 
омевидного поравенства соб" <1 следует неравенство 


2х 


Бом овальаь (8.92) 


которо имеет место только в том случае, когда обе сго части равны 1, 
т.6. 


1юв; (4-м зд), [моЗх=Ь 
2х ми 

со = не =1. 

сы 5 1, 05. 5 


'Корнями каждого из уравнений последней системы являются 


(4= +), 


(8.94) 


тде и, к — пелые числа. 

Для получения корней уравнення (8.93) необходимо построить пере- 
сечение системы корией (8.94). 

Пусть фин) или 4+1 =5% . Поскольку левая часть равен- 
ства нечетная, то # — нечетное, т.е. Е =2и+1, тде и — целое число. 
Тогда 4п+1=5(2и+1) или 2-2 -5и. Так как левая часть последиего 


равенства является четной, то и — четное или и=2т, гле т — целое 
число. В таком случае получаем 2л-2 =10 или л=5т+1. 
ставить л=5т+} ввыражение для п из системы (8.94), то 


я 


Ци) = би) бт. 


6 
Следовательно. корнями уравнения (8.93), а также решением нера- 


венства (8.91), являются х, = ЗЕ), где т — целое число. 


+ Ответ: Зи) те т — велое число. 


ы 
Из нераленств (8.91) и (8:92) получаем урпанение 


пов (4 пи) сон, 893) 
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| Биньйонь 2 омбнеменый 


[у -2ж+у? =0, 


(895) 
257 -4и+у` +30. 
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Решение. Из первого уравнения системы (895) получаем уравнение 
2х 
я’ 


Так как (х-1)'20 пли 42 +122, 10 


2х 


УЕ 51 или 151. 
+1 
Представим второе уравнение системы (8.95) в виде 


24+ +0. (896) 
Поскольку —15751, то у?+120. Так как при этом (х-1] 20, то 
из уравнения (8.96) получаем: 
х-1=0, ж=1, 
или 
рн=о я=-!. 
Непосредственной подстановкой в первое уравнение системы (8.95) 
убеждаемся, что эта пра эмачений х) и у является корнем этой системы, 


$ Ответ: д =1, и=-1 


8:52] Решить систему уравнений 
ея 3 


(8.97) 
нь 2+ (4) =5. 


Решение. Из первого уравнения системы (8.97) получаем у= 
=К-2у+1|+3. Поскольку |"-27+1]20, то у>3. В этой связи |{= у. 
|›-2]=у-2 и второе ураввение системы (8:97) принимает вид у+›-2+ 
+(7-47 =5, у -бу+9=0 или (у-3) = 


лы. > М М ыыы бе а ош 


В.53] Решить систему уравнений 
(+3) =3-25, 


224497 =85, (8.98) 


(2: ®)(х+3)= 55416, 


при условии, что 220. 


Решение. Из второго уравнения системы (8.98) получаем =? + 


+4(у-1=4 нли 2 =4-4(у-1)?. Отсюда следует, что 224 ни 
25152. Так как по условию 220,10 05252. 

`Перепишем третье уравнение системы (8:98) в виде квадратного урав- 
нения относительно переменной х.т.е. 5*+2х(4-2)+16-62=0. 


Для сушествования лействительных корней приведенного выше 
квадратного уравнения необходимо потребовать, чтобы его дискрями- 


наит принимал неотрицательные значения, т.с, (4—2)' -16+6220 или 
=(-2)>0, Отоюда с учетом того, что 052 <2, получаем д =Ф из; =2. 

Если найденные значения переменной 2 подставить в уравнения сис- 
темы (8.98), то получим лье системы уравнений 


(2+3 =3-2,. (х+3) =3-2>, 


4у' =, и {4+4у7 =3>, 


-х(х+3)=5х+16 |(4—х)(х+3)=5х416. 


'Корнями первой системы уравнений являются д =-4, и =2, в з 
второй системы уравнений получаем х, =—2, 


$ Ответ: = -4, и=2, и=0; 1, =-2, 1 =1, 1 =2. 


8:54] Решить систему уравяений 


‘уразнение системы (8.97), то 3-|х-6+||=3 или д =5. 


$ Ответ: х, =5, у= 
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совх = 1+агссозву. (8.100) 


Поскольку созх 51 н вгссозу20, то из уравнения (8.100) следует, 


что 
{впесозу=0, 
Отсюда получаем корни первого уравнения системы ($.99) вида 
Х=2лк и у =1, ге & — целое число. 


Подстовим эвичение у} =1 во второе урннение системы (8:99), тогла 
совл нових = 1 или вов х = Озт.е, м0. 


+ Ответ: ‹=0, я 


Решить систему 
прозы 


(8.101) 
311-15 +1+(›-2) $3. 


Решение. Из уравнения системы (8.101) получаем 


а ви Чу. 


ЕЯ 


Так как 2 -5х+4]20,то а гопота 21 


или у>2. Поскольку установлено, что у22, то |у|=у, |+] =У+1 и 
неравенство из системы (8.101) принимает вид Зу-у-1+(у-2} <3 или 
2(у-2) 50... 05у<2. 
С учетом того, что у>2 , отсюда получаем и =2. 
3-4 
Пореч ее ны Воина" 


а ВЕБ а ода анызеЕ безнаа Е ыб а 


(8.99) 


Е 


[озу шомпх = 


Решение, Из первого уравнения системы (8.99) получаем 


РАЗДЕЛ 9 


Методы решения 
симметрических систем уравнений 


В ряде случаев приходится решать системы уравиений с симметриче- 
ским вхожденнем переменных, слагаемых илн сомножителей. Системы с 
таким свойством будем называть симметрическими. К таким системам 
уравнений относятся, в частности, системы вила. 


7+8 (х)=а, 
кн =ь, [0 
а(е)+и(х)=с 


Л(х)-в(х)=а, 
(х)-#(х)=6, ©: 


[вжо-< 
Метод решения системы (9.1) заключается в сложении левых и правых. 
частей уравнений с целью формирования уравнения /(х)+(х)+#(х)= 


-Ка+ ф+с). Затем из ланного уравнекия поочередно вычитаются третье, 


второе н первое уравнения системы {9.1), в результате чего получается 
‘система. 


%{) 


Следовательно, корнями системы (8.101) являются 
2=4, .=2. 


$ Ответ: х=1, 1 =2: 2 =4. у. =2. 
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При решении системы уравнений (9.2) необходимо перемножить ле- 
вые и правые части уравнений, тогла получаем /?(х)я*(х)-й? (х) = авс 
или /(х)-8(х)-1(х) = #Уабс 

'Злесь необходимо потребовать, чтобы выполнялось условие 25е>0. 
Если затем полученное уравнение разделить поочередно на третье, второе 
и первое уравнения системы (9.2), то получаем две системы уравнений 
относительно /(х), 5(=).#(<) вида 


9-5. [и 


59-е. н‹5(х 


| ве : 
(= {Е (5 
| (9 =\, < 
Полученные системы уравнений относительно /(х).8(х),#(=) до- 
пускают болсо простое решение ло сравнению с решеняем сиетем ур: 
‘нений (9.1), (9.2). Следует отметить, что данный метод обобщается на слу- 
чай произвольного числа уравнений, содержащихся в симметрических сис- 
темах. 
Кроме изложенного выше метода, существует еше довольно-таки мно- 
то других мегодов решения, которые учитывают спепифику задаяной сим- 
метрической системы уравнений. 


Задачи и решения 


Б.1] Решить систему уравнений 
Уту+ т =3, 
туч уу 4, 93) 
Прокьржный 
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[ ту =1, 
| += =2, 9.4) 
| +:=3 


Из системы уравнений (9.4) следует х+у 
Отсюда получаем д+у+:=7 им =-2. 123, 2 


$ Ответ: м=-2, и =3. ц=6, 


.2] Решить систему уравнений 
+=, 


ху+=8, 49-5) 


ег =9. 


`Решение, Путем сложения левых и правых частей уравнений систс- 
мы (9.5) получаем дуфле+уг = 11. Если из последнего уравнения вы- 
честь поочередно уравнения системы (9.5), то ху=2, х=3, 2-6. 
Если перемножить между собой три приведенные выше уравнения, то. 
ри 


6 или дуг = +6 
Рассмотрим дви возможных случая. Если хуз=б и ху-2, = 
еб, м1, я 


=2 ид =З. Вели де=-6, то № и 
$ Ответ: ху 2 =2, =; =, у =-2, = 
8.3} Решить систему уравнений 
{9.6) 


Решение. После сложения урависний системы (9.3) получим 
4 +у+4х+:+у+г=6. Если из полученного уривиения вычесть по- 
‘очередно уравнения системы (9-3), то получим систему уравнений 
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где х#0,у#0,1#0. 
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`Решение. Система уразнсний (9.6) равносильна системе уравнений 


(9.7) 


ху 
д.) 


+ 5, 


уг д: 


Вели сложить между собой уравнения системы (9.7), а затем обе его 
части разделить на 2, то получим. 


©) 


у 
Далее, вычтем из уравнения (9.8) последовательно первое, второе и 
третье уравнения системы (9.7), тогде 


яг ху 


09) 


"Отсюда и из уравнений системы (9.9) получаем х? =. У = и 


КА Е 
техн, у : 
2 з 6 
Нетрудно убедиться, что корнями системы уравнений (9.6) являются 
ЕЯ 3} кА \ 
ру „ №2 


64] решить систсму урависний 


(+=) 
о. 


9.10) 


тде хи, уж0, г #0, 
Решепие, Раскрывая скобки в левых частях уравнений системы (9.10), 
получаем систему уравнений вида (9.1), т.с. 


ло 


3 =13. 
х 


Если сложить левые и правые части уравнений (9.11), то получим 


РЕ. 
ув 


Если затем из полученного уравнения вычесть третье, второе и пер- 
зое уравнения системы (9.11, то 


® = 36, 


(9.12) 


аа Зааьный п лОЬ азариие ные Блины завоз ОСА 


а 


я = 
3 №4 ЕЯ \ 
з 


о 


$ Ответ: см. выше, 
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Проверкой устанавливаем, что корнями системы уравнений (9.10) чвля- 
ются м =18, и=12, =6; х =1%, у, =-12,1; =-6; в=-18, уу =12, 
—12, в =6. 


5 =-6 нм =-18, У 


$ Отеет: см, выше. 


6:5] решить систему уравнений 


6.3) 


| _=20, 
+= 
где х# 0, #0, =#0. 


Решение. Простым преобразованием уравиепий системы (9/3) полу- 
часм 


Поэтому здесь необходимо перемпожить левые и правыс части уравне- 
ний (9.12). Тогда луг = 1296, Затем разделнм выражение хуг= 1296 на 


третье, второе и первое уравнения системы (9.12} и получим д? = 324, 
У =МА и =36, т.е, х=18, у=+2 и =, 


решонит симмаетрических систем уравнений 24! 
.5] Решить систему уравнений 
[режу 
фея =, 9.14) 
[езучан5, 


Решение. Если к обеим частям каждого уравнения системы (9.14) 
прибавить 1, то получаем 


пузкнучато [+= 
Чажкна+1=З, или (+1241) =, 
ева — [(у+0+=6, 


Из последней системы уравнений следует 
(5410 (++ =36 иль (х+1) (+1) (2+1) =46. 


Рассмотрим два случая. 


1. Пусть (х+1)(5+1)(=+1)=6, тогда х+1=. 


(у+1)(=+1} 


6. 6 
ГЕ РР АИ ЧТ 


2. Если (х+1)(у-+1)(2+1) = -6, то по аналогии © предылушим случаем, 


получаем х, =-2, уз =-З из, =-4. 


$ Ответ: д =0. Л 


=; =, у, =-3, 15. 


6:2] Решить систему уравнений 


хчу+г 18, 


915) 


>. = =“ тата 
ж=20, д =60 на =30. 


$ Ответ: х) =20, у =60, 21 =30. 
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Решение. Умножим на 12 обе части первого уравнения системы (9.15) 
и вычтем сто из второго уравнения, тогда 


27-124? -12у+2-12:=-108. 
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Отсюда получаем уравнение (5-6)! +(у-6}' +(2-6)}'-0. корнями 
которого являются = = =6. Найденные значения переменных х, у, 2 
‘подставим в оба уравнения систсмы (9.15) и убедимся в том, что эти зна- 
чения являютоя ©з корнями. 


$ Ответ; х, =6, у =6, 11 =6. 


Р.8] Решить систему уравнений 


Г, 
Х+у +2" =12, 

а (9.16) 
[уче + уг = 12. 


`Решение, Из первого уравнения системы (9.16) вычтем второе урав- 
неннс, тогда д1+у?+:-ху-х-уг=0. Если обе частн полученного 
уравнения умножить на 2, то после несложных преобразований получим 


(2-5) +(4-:}+(у-1} =0, откуда сиедует, что х . В таком 


случае из первого уравнения системы (9.16) получаем 3х? =12 или 
х-в. 
Поскольку х=у=:, 10 ж=ини=2 и му, =: =-2. Для за- 


вершения решения системы уравнений (9.16) необходимо обязательно 
выполнить проверку. 


$ Ответ: д =2, у. =2, 1 =2:х,=-2,у,=-2,2)= 


Решить систему уравнений 
аку? =31, 


++ =28, 17) 


учи? =19. 


9.18) 


Если сложить, соответственно, левые и правые чисти уравнений сис- 
темы (918), то получим 37х-37у+282- 28х+19у-19: =0, откуда сле- 
Дует х+:=2у. 

Уравнение х+ 2 =2у можно трактовать, как выполнение условия то- 
го, что значения переменных х, у и г образуют арифметическую про- 
грессию, разность которой равна 4 ‚ где 4 #0. В таком случае х=у-4 


н2=у+4. 
Далее, подставим выражения х=у- иг=у+И , соответственно, в 
первое и третье уравнения системы (9.17) н получим 


а (уч) +? =31, жел 
или 


ЗУ? +3 =19. 


Бели из первого уравнения последней системы вычесть второе ураз- 


нение, то 
г 
4=-и ы 
5 +4? =28, 


и +(у+4)+ (+4 =19 


* 28? +9=0 или у! =9, у 


откуда следует 31 +9528, 3 
У 


@юда © учетом того, что 4=-2, вытекает у =3, 4 = 
У 


1 
—=, 4, = = щ=3В 
59 Зи 8.“ 
`Далес, используя формулы х=у-4 и ;=+4, получаем корни 
‘системы уравнений (9.17). 


`Решение. Нетрудно заметить, что хе у, хх н уз. Например, сс- 
ли бы х= у, то второе уравнекио системы (9.17) противоречия бы треть- 
ему уравнению. 

В таком случае система (9.17) равиосилька системе 
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$ Ответ: х=4, у =3, д=2; х, =-4, у) =-3, = 


_ю 1 8. о 1 8 
падет, 
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Решить систему уравнений 
ен) 1, 


(===)? +2)= 40, 9.9) 


(+2)? +2) =65. 


Решение, Первоначально отметим, что хи у, яз ну г. Если, на- 
пример, выполнялось бы равенство х = у, то левые части второго и претьс- 
то уравнений системы (9.19) были бы равны, в правые частн — нет, По- 
этому, умножив обе части первого уравнения на х— у, обе части второго 
уравнения ва 2-х н обе части третьсто уравнения на у-- =, получим рар- 
`носильную систему уравнений 

у =155-5, 


# =40:—40х, 


2‘ = 65-652. 


| 

Еслн затем сложить левые и правые части уравнений приведенной 
зыпие системы, то получим 15х—15+40г-404+65у-652=0 вли 
Зуех+:. 

По аналогии с решением системы уравнений (9.17) здесь значения 
переменных х),2 также образуют арифметическую прогрессию, раз- 
ность которой обозначим через 4. Тогда х=у-4 из -у+4. 

Подставим выражения х н г в первое и третье урависния системы 


(9.19), тогда после несложных преобразований получаем 
вл 2_ 
4! 624 +441 4? =15, 
ай 49.20) 
[ду + бу? +4 ра? +4 ° = 65. 


Если сначала сложить (а затем вычесть) уравнения системы (9.20), то 
получим систему уравнений 
СТО 


Ум 

буш +4 
"Поскольку 4 +0, то разделим числитель и знаменатель дроби на 4? и 
РЕ 
бы? +1 
Кубическое уравнение имеет еднистаенный корень м, =2. Так как 


поле этого позожим и. Тогла = пили бы? 12? +52 -0. 
и-Унщ=2, т у=24. 
Унщя2. у 


Подставим выражение у =24 в порвое уравнение системы (9.21), то- 
тла (24) +24-4? =10 или 4, =1. Следовательно, имеем у =24, =2, 


В] Решить систему уравиений 


1х? =(у-2) +2. 


(9.22) 


Решение. Перепишшем систему уравнений (9.22) в равносильном виде 
ВР-(-=) => 
9 -(:-х)! 


2*-(х-у) =6 


(+2) е+у-:)=2, 


\% 


ий ба 
| (92) 


65?4+4° =25, 


Из второго уравнения системы (9.21) следует, что 4% 0. Кроме того, 
`из уравнений системы (9.21) имеем 
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Пусть. (кун) (и-уча (ау) =6. Если разделить данное 
ураввение последовательно на уравнения системы (9.23), то получим сис- 
‘тему уравненяй 

-х+у+2=3, 


кунг =2, 
х+у-2=1. 


После сложения уравнений системы (9.24) имеем уравнение 
х+уз:=6. Если из данного уравения вычесть перзое уравнение сис- 


темы (9.24), то 2х=3 или м $ . Аналогично получаем у} =2 ил = :. 
Пусть теперь (-к+учаи-у+ (1+1) = -6 „лога по аналогии 
с прелыдущим случаем, получаем 


хнуча=-б ил = 


1] Ремить систему уравнений 
[еб 


ук, 925) 


2+ху 


Решение, Вели вычесть первое уравнение снотемы (9.25) из осталь- 
ных двух уравнений системы, то 
х+=6, 


У} :-0-% 
{2-0 =0. 


`Отоюда следует, что для отыскания жорней уравнений системы (9.25) 
‘необходимо рассмотреть четыре системы уравяений 


арена, (2.23) 


[(-х+у+2)(х-у+2)=6. 
"Бели перемножить левые и правые части уравнений системы (9.23), 
то получим (-х+у+2)(х-у+2)(х+у-1)=+6. Рассмотрим два случая. 
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Решая приведенные выше системы уравнений, получаем следующие 


Вл] Решить систему уравнений 
(27-5, 


[+х+у=1. 


{9.26} 


`Решение. Из системы уравнений (9.26) следует, что х+ -1 и у=-1 
(вэтом иструдно убедиться, если даяные значения переменных х и у под- 
ставит. в первое уравнение системы). 

'Преобразуем систему уризисний к виду 


(=) =, 


(х+1{+1) =8. 


и у=-1, то можно разлелить первое уравнение 
снетемы (9.27) на второе уравнение и получить равносильные системы 


‘уравнений 
| 


учх+у=7, 


(927) 


Поскольку х# 


Е чу) + +545) =6, 


ху+х+у=7, 


я 


- =6, [ху =б, (х+ут-6, в 2.25) 
ху =б, [хня хи ры ен, 
ебу Деу, 5-10, Введем новые переменные х+у-ы, ху-у и перепишем систему 
|-г=о, [у-ано, [х-2=0, [у-1=0 уравнений (9.28) в вндс 
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ъ(у-и)+и? =13, 2 +? цу >13, уравнение и? +54 +6 = 0, корнями которого являются м = -3 и м, 
или 
и+у=7, 


Корнями последней системы уравнений являются и, 


и, =4, 53. 
Рассмотрим две системы 
х+у=з, [1+у-А, 
в 
х=4 ху =3. 


Первая система уравнений корней не имеет, 8 № второй системы ураз- 
нений получаем х, =1, и=З ил; =3, =. 


4 Ониет: м =1, л=З; 


Примечание, Сичиетрическае системы двух уравнений, эвинсящих от перё- 
иных хи у, зачастую эффективно решаются с помощью стандартной за- 
мены переменных х+у=и к ду=у. 


Б.14] Решить систему уравнений 
[6 4+) (++) =3, 


[046-95 


629) 


Решение, Представим систему уравнений (9.29) в виде равносильной 
системы 


учхну-1)+ (+) +(5+5)=2, 
х(хучхчу 1+ (ну) + (5+) 939 
ду-(#+)=5. 
Ввслем новые переменные 1+ ужы и ху=ъ. Тогла систему уравне- 
ний (9.30) можно переписать, как 
а в 


и и ху=ь, то имеем совокупность двух систем урав- 
нений. отвосительно переменных х и у’, вида: 


гы 


5-3, 


М» первой системы уравнений получаем х=-1, и=-2 мл, 
У» = -1, авторая система уравнений корней ве имеет. 


+ Ответ: ху =-а; = 


15} Решить систему уравнений 
[+ 


)=3. 


(х+у) (5 


Решение; Система уравнсний (9.31) равносильна системе уравнений 
(хуй + (5-1) =, 
| У) 
=, тогда система уравнений (9.32) примет вид. 
[шзный 10, 
Корнями данной системы уравнений являются м; =1, | =3: 
тим = 


Поскольку х+узи и лу-[ =, то имеем четыре системы уравнений 
относительно переменных хи у, т.е. 


мы Нея 


(9.32) 


виду 


и =- 


ш- 


ущ=-1 


ея 


Из второго уравнения системы нмесм у=и+5. Если выражение 
у-и-+5 подставить в первое уравневие системы, то получим квадратное 
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"Примечание, Для того, чтобы система уривиений (9.31) была совместной нс- 
‘обходимо, чтобы 


бай за 
“ен 


Это двойное неравенство было зоказано в разлеле 2 (ом. залачуРлЗ] 
Уравнения системы (9.31) уловлетьоряют приведенным выше усповям. 


Е-18] Решить систему ураиений 
уча = 4, 


ху +2? =24, (9.33) 


Ня 
[е+у+л =, 


`Решение. Обозначим х+у=и и ху= у. Тогда из первого уравиения 
системы (9.33) следует, что 2=4-м. 


Преобразуем второе и третье урввнения системы (9.33) следующим 
‘образом: 


(чу 2+7 =24, 
{оу} -з5) +2 =94 


ша - 2+4). 


24, | -у-4и-4=0, 


3+) +(4-ш)* 64 [12ы? - Зи 48 


м? -у-4и-4=0, 
(934) 


м(12и- 3-48) =0, 
Из второго уравнения системы (9-34) следует необходимость рас- 
смотревия двух случеев. 
1. Пусть и=0. Тогда ;=4-м =4, а из первого уравления системы (9.34) 


а О Па о ее! 


Первая система уравнений корней не имеет. Решая остальные си 
мы уравнений, получаем следующие кория: 


=, ж=2; 2, иж: в = 


$ Ответ: см. выше. 
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2. Пусть 12и-3у-48=0, тогда уз 4и-16 и второе уравнение систе- 


мы (9.34) булет равносильно квадратному уравнению и? -8и +12 =0, 
которое имеет два корня и=2 ни=б. 


Если и=2. 0 :=4-и=2 и из первого уравнения системы (9.34) 
получаем у=-8. В таком случае 


ху =2 
яж = 
‚8 


При этом 24 =2. 
Вели и=6, то 5=4-и=-2, уж4и-16=8 и 


х+у=б; 
у =. 


Отсюда следует х =2,у; =4 их, =4.% =2. Здесь 2 


2, в =-2, 


Р.17] решить систему уравнений 


х+у+:-3, 
уни 935) 
ин =. 


‘Решение. Система уравнений (9.35) равносильна системе 


ж+у=3-2, 
Ду 5-й, (9.36) 


2: =2 где д2=4. 
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ду =: 52 +4, Принимая во внимание оба полученных выше урав- 
нения, можно составить уравнение относительно переменной = вила 
[а -= +) 22-52744 нии 2*-3:1422=0. Отсюда получаем 2 =0, 
2-ти =2. 

"Подставляя полученные значения 2 в первос н второе уравнения систс- 
мы (9.36), получаем три системы уравнений относительно переменных х и 
у вида 


(937) 


| м [и+у= 
} 


пара, ня 
Корь С урекий ТО жуй = 
; 2=0; 4 =0, 5-Е жщ-Ь 


ау? =5, 


в =0. 


Поскольку в процессе решения системы уравнений (9.46) использо- 
валась операция возведения в квадрат обеих частей первого м второго 
уравнений системы (9.36), то требустся проверка найденных значений пе- 
ременных хууна. 

Однако в силу симметрии вхождения переменных х, у и 2 в урав. 
ноння системы (9.35) достаточно в уравнения этой системы подставить 
только значения м. =1, у =2, 21 =0 и убедиться в том, что эта тройка яв- 
„ляется се корнями. 


$ Отает: м =. у =2,. 1 =0; д. =2, 
=, ж=2 = 


га ==, = 
% 


ь = 0,2, =2. 


.18] Решить систему уравнений 
[2°+3* =57 


учу =М-. 
Возведем в квадрат первое уразнение системы (9.36) и вычтем из не- 


го второе уравнение. Тогда получим ду=:?-3:+2. Далее, возведем в 
квадрат второе уравнение и вычтем из него третье уравнение, тогда 
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уе 2" +3"), 
2=в,(2” +5}, 49.39) 
х=юв, (2 +3). 
Пусть 4х) = 108; (2" +3", тогда систему уравнений (9.39) можно 
‘представить посредством функционального уравнения вида (5.1), т.е 


20773) (9.40) 

Так как фувкция у= /(®) является возрастающей на всей число- 

вой оси ОХ, то уравнение (9.40) равносильно уравнению /(®=х. 

т.е. 08 (2'+3°]-х вл 2+3 
как 


3} 
( :() -1. ©4)) 


Левая часть уравнения (9.41) представляет собой непрерывную убы- 
ваюшую функцию, а правая се часть является константой, ноэтому урая- 
нение (9.41) может иметь ие более одного корня, который легко находится. 
подбором. Имеет место х =. Подставляя найденное значение х в урав- 
нения системы (9.38), получаем и =Т и 2 =1. 


$ Отает: 


я=Ь я 


Примечание, Метозы решения функциональных уравнений рассмотрены в. 
разделе 5. в методы решения уравнений, основанные на использование свсй- 
ства монотонности функций, — в разделе 4 настоящего учебного пособия. 


Разин омону орион 
ов, +108: +1084 2=2, 


о 


2+3: 


Решение. Перепишем систему уравнений (9.38) в виде 
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ЮР; У+ ЮРо=+Юрх= 2, (2.42) 
Тв + Юь + овиу = 2. 


`Решение, Используя свойства логарифмов, перейлем в кажлом из 
уравнений системы (9,42) к одному оспованию, т.е. 
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О 1 
Порт Уч вьт =, 
Позу у Мюв 2+ Мовх= 2, 
+08: 2+ 108 


1; гомо у=2. 
Отсюда получаем. 
пов: (хД )=2, 
пов; (74 


тв (2/5) =2. 
зу =4, 


уе =9, 43) 
[ху =16. 


'Перемножим левые м правые части уравнений системы (9.43) и полу- 
чим д??? =576 или хуг = +24. Поскольку областью допустимых зяа- 
чений переменных х,у,2 в уравнениях системы (9.43) являются х>0, 
У>0и=>0, то луз =24. 
Возведем в квадрат каждое из уравнений системы (9.43), а затем по- 
пученные уравнения разделим па х02 = 24, тогда 
хин. 
3 8 з 
Фощнек: Вин. 
2.20] Решить систему уравнений 
[5х +25 


9х, +10 


Решение, Если спожить все урявиения системы (9.44), то 
++... жа = 10. (945) 
Если из второго уравнения системы (9.44) вычесть перзос уравнение, 
то получим 9х, —х, -...-хь =0. Отсюда и из уравнения (9.45) следует, 
что 10, = или д =1. 


Проведя аналогичные рассуждения, получаем х, =... = дю = 1. 


+ Ответ: = 


Жо =1 


щи и арен 


[х>(у-а, 
(9.46) 
у2(х-а} 


имест слинственное решение ? 
Решение, В систему неравенств (9.46) переменные х, у входят сны- 


метрично, поэтому единотьениое ое решение необходимо икать в видо 
х=енуже, те с20, 


в любое из неравенств системы (9.46). тогла. 
с2(с-а}} или с? -с(за+1)+а* < 0. Для того, чтобы квадратное нера- 
венство имело бы сдинетвеньое решение, необходимо его дискримииант 


приравнять нулю, т.с. (2+1)? - 442 =0, 40+1=0 или а= 


+ Ответ: а 


+2 +...+ 9 +105 = 55, 
2+2 чо +105. 64) 


0+2 +...+ 94 +1045 = 55, 


РАЗДЕЛ 10 


Методы решения уравнений, 
содержащих целые 
или дробные части числа 


К числу нестандартных относите методы решения уравнений, кото- 
рые содержат пелые и (или) робные части действительных чиссл. В иро- 
трамме школьной математики метолы решения тахих уравлений не изу- 
чаются. В настоящем разделе применение существующих метолов и прие- 
мов иллюстрируется на примерах решения ряда уравнений. 

`Целой частью действительного числа х (или антье) назызается наи- 
большее целос число, нс превосходящее х, и это число обозначается че- 
рез [<]. Очевидно, что [д] < я. Разность х-[х] называется дробной ча- 
стью числа х (или мантисса) н обозначается через {х}. Из определения 
следует, что 0< {х} <1, 

Непорслственио из определения [+] и {3} следует, что 


ж=[х]+{х} (10.1) 


(102) 
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Дня произвольных действительных чисел хдд, (ИИ) имеет 
место неравенство 
ГЫ] 


Кроме того, для любого лействительного числа д справедливо двой- 
ное неравенство 


реа + 


[= <[х] +1 103) 


Перейдем теперь к рассмотрению уразнений, содержащих пелую я 
{или) дробную части неизвестной переменной. 


Задачи и решения 


[0.1.] Решить уравнение 


104) 


Решение, Поскольку [&? 5х] является целым числом, то х+7 —то- 
же целое число. Следовательно, число х также является мелым. В таком 


случае [= -5]= 2—5 и уравнение (10.4) принимает вид д? —5х= 


= х+7 или д? -6х-7=0, Целымя корнями последнего уравнения явля- 
ются х 1 н 


+ Ответ: м =-1, х=7. 


Решить уравнение 


10.5) 


Например, имест место [6]=6, [2,45] =2, [№]-ь {-41$] --5 и 
{$} =0, (3,77}-0,77, {415} =0,85. 


Отметим некоторые свойства ввеленного выше понятия целой части 
действительного числа. 
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`Решиние, Обозначим =. Тогда х=2у+1 и уравнение (10.5) 


принимаст вид 


(10.6) 
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тле у - целое число. 
Из уравнения (10.6), согласко формуле (10.2), получаем двойное не- 


равенство. оо у<1 илн 


$ Ответ: х =-1, х=1, ж=3. 


Решить уравнение 
[]+[2] -3. (10.7) 


`Решение, Рассмотрим три случая. 
1. Еели [#]<1,то [2х] <2 и [х]+[2х] <3, т.с. равенство в уравнении 


(16.7) не выполнястся, Значит, корнями уравиения (10.7) могут быть 
только х>1. 


. Пусть [д тогда из уравнения (10.7) следует, что [2х] =3-[х] = 2, 
Так как [х] =1 и [22] = 2, то получасм систему неравенств 


15 х<2; 
252х<3. 


з 
Решением системы неравенств являются 155< 5. 


3, Вели {х]>1, то [2х]>2 и [х]+[2ж]>3. Следовательно, уравне- 
ние (107) не имеет корней при условии, что х22. 


3 
Итак, корнями уравення (107) являются 15* <, 


$ Ответ. 15555. 


6-Е. (109) 


2 


Принимая во внимание двойное неравенство (10.2), получаем 0< 
[:]-4 
2 


<1. 0<[]-4<2 или 4<[1]<6. Поскольку [+] — целое чис- 
по, тоиз 45 [1] <6 следует, что [м] =4 и [1] =5. 
Найденные значения [м] =4 и [х,] =5 подставим в формулу (10.9), 


тотла 
№] -4 -4_1 
а | зона) 6-4, 


+}. то д =4+0=4 и дн = 


Решить уравнение 


7-4[=] =3{4] +8 10.10) 


Решение. Твх как по определению 


[‹] +14} , то уравнение (10.10) 
принимает вид 7([;]+{})--4:]=3{5}-+8 пли 

вЫ. 
8-3[х] 


ол) 


Поскольку 05 {х] <1, то 05 1. Отсюда слодует, что, 


058-36] <4 вля $4658. По опрезеению [+] — целое чиелю, по- 


Этому иудюойното ерименсты 9 <[4] 55 получаем [4] 2. 


Рёня [3 


‘подставить в формулу (10.11). то {х 


Уса. 


Решить уравнение 
[ =2{х) +4. (108) 


Решение. Из уравнения (10.8) следует. 
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1+5) „поэтому х == 


4 Отчет: >. -:. 
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Решить уравиенне 
{2{2х]} -х. (1042) 


Решение. Из уравнения (10.12) следует, что 05 х<1. Рассмотрим че- 
тыре случая. 


1. Пусть око. То 0=2=<1, рая. [2123] } = {43} =4х в 


уравнение принимает вид 4х = х. Отсюда получаем м, =0. 


ь 


. Пусть Чех В таком случае Чше, ара 2} - 


= {4х}. Так как |< 4х<2, то {4х} =4к-| и уравнение можно пере- 


1 


писать как 4х-1=х,т, с. х, =. Здесь следует отметить, пто значе 


3 
ине х, принадлежит рассматриваемому промежутку. 


3. Пусть Т<а Лок 15:3. 2х} =2=-1 и {2{2%}} ={4х-2}. 
Принимая во внимание тот факт, что 2 < 4х < 3, полущем 054х-2<1, 
{4=-2}-4к-2 и из уравнения следует 4х—2= х. Отсюда вытекает 
Е 
в-2 . Так как ры ж — корень заданного уравнения, 


4. Пусть Зея. Так как Закс, то [2ж}=2х-1 и {2424} = 


=[4х-2} . Поскольку 354х<4 и 154-2<2, то {4=-2} =4х-3 
и уравнение принимает вид 4х-3=х. Отсюда получаем х=1 . Одна- 
ко ранее было отмечено, что 05 л <1. Поэтому х=1 не является кор- 
нем уравнения (10.12). 


+ Отиет: х.=0, = 


—. 


Вене 


=, 10 после сложения приведенных выше двой- 


[х х х х х х 
ЕЕ «< || |+ | 43. 
ЕН Не 
Отсюда, принимая во внимание уразнение (10.13), следует уравнение 
6=1= |+] |<3. . 
е] [< (104) 
Поскольку Е: =. то из неравенств (10.14) следует, что 05 
= или 4 
5 5 
душем что [#0 и 1 Соовиельк,ливых 0<х<10. 
Из уравнения (10.13) вытекиет, зто х — целое чнело. Так как 
0==<10, то остается лишь проверить целые значения х от © до 9. 


Нетрулно установить, что корнями уравнения (10.13) являются х, = 
№ =4их=5. 


О 


3 й 
#2. Так как ый 


$ Ответ: х =0, х,-4,=5. 


(03] Решить уравнение 
[=== (1015) 


`Решение. Так как для любых х верно (х-1} 20,10 2х-д? <1. 


«ВЕНЫ > 


Решение. Используя свойство (10.3), можно записать 


262. 


Кроме того, очевидно, что а, В этой связи [25-х |5, 


[. | и вз урависния (10.15) слелует совокупность двух систем 
уравнений 


Методы решения уравнений. содержеиилх цолью шт дробнье части числа 263. 


Отсюда получаем две системы неравенств 
052х-2<ь [1<2х-х<2, 

ы | 
окаки  |155+5<2, 

2 $ 


Я 
Решением первой системы неравенств являются 0<х< ту”, а извто- 


рой системы неравенств получаем единственный корень х; =1. 
$} 


$ Ответ: о ж=1. 


Решить уравнение 
ж(х-2)[$] (#1. (10.16) 


Решение, Из формулы (10.1) следует, что {х}=х-[х]. В этой связи 
уравнение (10.16) можно переписать, как х(х-2)[х] =х-[х]-1. 
Отсюда следует уравнение 
[<= 1 (10.17) 
"Очевидно, что д -1 является корнем уравнения (10.17). Положим, 


что хэ1. Тогда разделим обе части уравнения (10.17) на х—1 и получим 
Ураянение 


1-1) 0048) 
Если х<0,то [х]< -1 в х-1<-1. В таком случае [х]-(х-1)>1. 
Бели 05 х<1,то [х] =0 и [х]-(х-!)=0. 
Есяи 1<х<2 то [х 


и 0<х--1<1, тогда {х].(х- < 1. 


[6.16] Решить уравиение 


90.9) 


`Решение. Решая тригономстрическое уравнение (10.19), получаем 


п. [®]_,х 
РЕ. 0.20) 


тде К — пелое число. Из уравнения (10.20) получаем совокупность двух 
уравнений. 


Левые части обоих уравненяй являются рациональными числами, в 
то время как их праные части (за исключением случая А 50 в первом 
уравнении) принимают иррациональные значения 

Следовательно, равенство в уравнениях совокупности может иметь 
место только в том случа, когда их правые части чвляются рацнональ- 
ными (точнее, пельми) числами. А это возможно лишь в первом уразне- 
ини при условии, что & т. В таком случае получаем ураниение 


откуда спедует 
05 «р или х>. 
в 6 
+ Ответ: х >=. 
аа 
(1020) 


Если х22 ‚то [х]>2, х-121н [х]-(х-1)>1. 
Отсюда следует, что уравнение (10.18) корней не имеет. 
"Следовательно, уравнение (10.16) имет единственный корень х, =1. 


$ Ответ: к =1. 
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х*-2тх+4=0. (10.22) 


Корнями уравнения (10.22) являются х.=иЁ\?-4 . Причем для 
существования корней х н х; необходимо потребовать, чтобы и>2 

Пусть п=2, тогда х=я+ 3 =2. Значит, уравнение (10.21) имеет 
корень ч=2. 

Если "23, то >1 и поэтому > и+1, х<н-1, а это означа- 
ет, что [4] и и [к] <и. Однако каждое из этих неравенств противоречит 
тому, что []=и › Следовательно, данные зиачения 3; и х; немогут быть 
корнями уравнения (10.21). 


+ Ответ: =. 


Решить уравнение 


я -ю[+9=0. (1923) 


Решение. Вели х<1,то [х]<0 и тогда х? -10[]+9>0. Спеловв- 
тельно, корнями уривнения (10.23) могут быть только х21. Если обознв- 
чить [х]=А ‚где # — целое число, то #21, 


Так как [х] =, то уравнение (10.23) принимает вид д? —104+9= 


откудв следует х=`ЛОЕ -9 . Отсюда, согласно неравенству (10:2), полу- 
чаем двойное неравенство 


ЕЛЕ -9<А +1, (1024) 
тде Е 21. Бсли возвести в квадрат двойное неривенство (10.24), то 
|? —105+950, 
410.25) 
|? —84+10>0. 


Решением системы неравенств (10.25) являются 1<4<4—\6 и 


я ока паке СЗ ЗИ о о = 


тде х>0, 
`Решение. Так как х> 0, то [х]=п, где п — целое неотрицательное 


число. Тогди из уравнения (10.21) получаем п ни 
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0] рать урооноине 


3х? +2х 
5 


Решение, Левая часть уравнения (10.26) принимает только пелые зна- 
чения, поотому число х является пелым, 


-2. (1026) 


Так как х\ 342+ 2х =л(х-1)(х-2}, то при любом целом х много- 


член х* 312 +25 представляет собой произведение трех последователь- 
но расположенных ив числовой осн ОХ целых чисел, среди которых 
имеется хотя бы одню четное число м число, крагнос трем. Следовательно, 


а 
х-Зх +2; 
многочлен д? — 3х? +2х делится на 6 без остатка, т.е. АЕ Е вля- 


ется пелым числом. 
В этой связи 


х- 352-452 


1027) 
Тах как 2-3 -45412 = (=-3)(9 -4), то корнями уравяения (10.27) 


являются м =3, х; =-2 ил, =2. 
+ Ответ: м =3, х:=-2, &=2. 


Довизити равен 


и секаы, бо побои еьыит Фиби. би Ак ВВ 


%=8 и &=9, Если при этом учесть, что х=\Л0Ё-9, то д, 


ри ниии д; 
Тем 


$ Ответ: 


266. 


здел 10 
1. Пусть х= уча, где у — шелое число и О5а< 1 Тота 


у+у=2у и [24] =2у+2а]=3у. 


О 


1 
2. Пусть дут ге у — целое число 05а <->. Тогда 


а+ = (у = 


[2+] =[25+2а+{=2у+1, 


Так как в обоих случаях равенство (10.28) выполняется, а других ва- 
риантов представления х не существуст, то требуемое равсяство доказа- 
но для произвольного числа х. 


] 


{19.28 


где х — произвольное действительное число. 


Доказательство, Для доказательства равенства (10.28) рассмотрим 
два возможных варианта представления числа х, 
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„Лофыки С. Пометрическая теория диффезенинальных хравичкий, 
"Котин РП, Асимитотические метозы для обыкмомеиных диф. уравнений. 
"Пепровскый И.Г. Лекции в чеофии итесзальных уразиежни, 
Лот У. В. шейные мнт ральные ураолсвия. 
Теория чисся 
Бебь А. Освожы теории чисел, 
"воцль Г. Алкораическая ори чисел. 
Жатва 4.7. Три жемчужины теория ах. 
Жени Я Цроные дробн, 
"Позтржони Л.С; Обобиитим зисел. 
Хорогоба 4. Осиомы аналитической тории числ, 
"Воногтодш И. М, Особые вариинты метола траповометрических сучм. 
Фокисея Е.П. Чо таки твори чина 
Сре 0. Прилитисиие в теорию чисел. 
ели 4.0, Привсениещтьые м млтебрамтескые числа. 
Сеня «Физико-математкческое наслелие: метуматикя (тория чисал) 


\Фермо П. Иселелования шо сори чисел и леофантову анали. 

„Льофант Ааекозидрийский. Арифметика м ииигя © многоугальных числах. 

"Льрихое 0.1. Я. Пекци па чворым чисел. 

Берман Г.Н. Чвсло и наука о иен; Общелостуиные изу то префметике натур. часе. 
чик оу Ня 


От ИГ 


Клодя Ф. Высшия геометрия, 
Кавён Ф. Лекшин 96 носазаре и решении ураьшений пятой стевени. 

Ям И.М. О кочбимиторвой геометрии. 

Яелоя И.М, Комплекскые числа к их пришенение в теожетрыи, 

`Яем И.М. Прмшия отосительности Гьлшжоя м невлИВа ГеОетрил. 
`Родемалер Г., Теплии О. Числа м фигуры: Опыты математического мыпежеыия. 


Серии «Физико- математическое наслешие: математик (актория математики) 
Безлюстин В.К. Кик постепенно хол мощи зо стоящей арифметики, 
_Шореметеяскый В.П. Очерки по истории математики. 
Жотчин А-Я. Великая теорема 


Кранц П. Сферыческая тригонометрия. 
Берман Г.Н. Цикзонли. 06 ольой замечательной кривой. 

Горднер М. Этот правый, левый мир. 

Домой И. Шар Л Г Лошевоые сторо. Оба тарни 
Дубровин Б.А, Повшкоя С. П., Фоменко 4. Т, Сорсивинии теометуии, 1-3 
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Чеботаров Н.Г; Тьория Газуж. >] орюман 4.М. Что такое математика, | 
‘Чебутареа П.Г. Осьавы теории Тьлу». Вы. 0955 *=] Фриман М. Величины и чнеа. Повузиуные очерки, 095$ | 


Чеботирея Н.Г. Введение в тторию амебр. 


‘ромом Л.М. Теоретические освоувы методики обучения математике. 


Чеботарев Н.Г. Теория алгебраических фувиций. =! ееденко Б.В. Математика и жизнь. = 
Зреботарее Н.Г. Теория груши Ли. СЕН Гиеднко Б.В. Гиедетко Л.Б 06 обумння матемитние в унииреитети нпевтах 58 
Певалле К. Введение в теерню алгебраических функинй. 3 отчим д. Я. Педагогические статьи. РА 
Маркус М.» Мик: Х Обзор па теория матриц м матричных перавенсть. {9 дон А.Я. Основные понятия математики м математические опредилекия в школ, |8. 
534 Р. Линейная алтебра м проективная геометрии, г] _Мезькоков 0). И. Обучение дискретной математике. | 
Залотаренскоя Д.И. Сбарних задач по линейной алгебре, >| Малыгина О.А. Изучение математического анализа не основе системного подхода. |= 


Яглом И. М. Нообыквовенияя алгебра. 

_Узкер Р. Алгебраические кривые. 

_Супруменко Д. 4., Тышжевия Р.Н. Перествновочные мэтрины. 

Эаненхарт Л.П. Непрерывные грушаы преобразований, 

Фробениус Ф. Г. Теорим характеров м предстльменый група, 

 Вейль 7. Клиевические группы. Их низариикты м презетяалоныя. 
ВЕ 

Тидето В. 6, Хшнын А.Я, Элечектириое вежение в теорию пероатиостей. 
Гоедето Б.В Очерк по истории теория вероятыостей 

Лдеько Р.Д. Когальнио И.И. Бъолание в тхорно массонего обстужнишины. 
Дичин А.Я, Астмототичеекые зэновы теории верожтиостей. 


Малигина ОА. Обучение высшей математике из вснове системного водуоля. 
Михесо В.И. Молелирование м методы теории иумерений в педагогике, 
Серия «Зизкометво © высшей магематикойь 

"Понтрлени Л.С. Метод коораннях. 

Понтрогии Л.С. Анализ бесконечно малых. 

"Помтригин Л.С. Алчбри. 

`Поптразии Л.С. Дифференциальные уравнения в их приложения. 

Сирия «НАУКУ — ВСЕМ! Шелевры нучно популырной литератур» 
Кашеогоров А.Н, Математныя — наука и профессия. 

`Олырод №7. Чин У. Первые повятия тоьютым. 

Мозес Р. Вероштыеть м статистика, 
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Е т же Е Е Ле А Об жумеретии величии. 
бончин Я. Работы о математической теория массомого обслуживании, ани МИ ВрНы, оаы, итиы: 
Боровков Л.Л. Тезрии везожтностей. Е "Когонов М.Н. Цумерник В.М. Природа магцетнома 
Питьсе Ю. 1, Возможсть Элементы пкорим м применения, [58 оросоя Л.В, Тарасову А. И. Беселы 0 преломлояиы свети. 
Кок. М, Вероитиость и ани жа |=  Сазотоя 4.7. Четырсхмериия модель мира о Минковскому. 
`Залотаревсках Д.Н. Ткории верочтностьй. Задачи < решеикими. = Харкевим А. Автоолебаяти, 
Моспнлиер Ф, Питьявсят занимательных верожтиостных зипяч © решениями. ‘лякиюм Л.Л. Элжктронные ламы: Из провилоко в будушее, 
Яром А.М. Яолом И.М. Вероятность м ниформинии, 'Перечьмон Я.И. Здитыштельная встровомии, 
История могомагаки = тр 
`Бурбаки Н. Очерки ив мсторми математики, ' аретян ы 
| орбиер М. Теория отвсительности аля милянонов, 
С о М ра ны 
_Депман Н.Я. Рассказы в старой м возой алгебре. 2 `Наши иниги ножнно приобрести в магазинах: 
_Алексамдрова |. В, Истории математических терминов, пошятий, абозяачений. Ее! Тел./факс: |зевеоис донеи ра ии, 6 ты. (бе ИК 
Гнедетко Б. В. Очерки № история чатьматика ® России, = $499) 13542-46, нежста лы т (раки, тым Ар. Ты. 45) Зоннь 
Глодоксо Б, В. Очеря мо истории теории вервитностой. г ОР ера оф рец оиредуь арок ифьц 
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Полякова Т. С. Леожанд Э®лер и математическое образование в России. 

Мышки А.Л, Советекие митемитикы: Мож воспоминания. 

_Жишкописание Лька Семеновича Паитригиия, матенатииа, соствалеимов мы самки, 
Колмогорое А. Н. Матемьгиия в ве историческом разантии, 


Е Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 


"Наше мздатояьтьо спеииализирустся на выпуске научной м учебной: 
`лигоратуры, вом числе монографий, журивлав. трудов ученых Росснй. 
ской зкаденни наук, лучи меслелавательския институтов и учебных 
заведений, Мы предлагаем авторам сои устуск на ВЫГОНЫХ Экономи- 
‘зеских усжониях. При этом мы берем на себя зсю работу но поаотовке 
издания — от ниборь, редлктиролания м верстки до тиражирования 
1 распростравения. 0855 


Среди вишелшвия и тогомяшикся х ини, кинг ыы прсальгнем Вам следующие: 


Супрун В.П. Математыка для старшеклассников: Залачи повышенной слюжиости, 
`Алюксеее В. М; (ред.) Избраивые задачи тю митенагике из журнала “АММ”. 

"Жуков А.В. и фр, Элегангияя математика. Зазачи и решения, 

Жук А. В. Вешлесушее число «ия». 

`Арлозаров В. В. и др. Сборвим заляч мо математике лля физико- математических ноя, 
Медведев Г.Н. Задачи вступительных экзаменов по математиме из физфаке МТУ. 
`Алоксондрая И.Н. Сборник геометрических задач из шостроеиие (е решениями). 
"Попов Г.Н, Сбауни нсторичесях зади по элементарной матоматико. 
Зазотаревская Д, И, Сборник заяч во дивейной алгебре. 

Антовевич А.Б. и бр. Задачи и упражиения то Функииомальному знал. 

`Сурдми В.Г. Аетромомитеские захочи с решениями, 

_Никоцива 0) С, Фил в везрономия: Куре практических работ для средной школы. 
Там Г. Стерн М, Занимательные залачи. 

Ялом А. М., злом Н.М. Незвементирные залячи в элементарном изложении, 
Пуонамей К). В., Попов Ю.П. Математикя без форму, Ки. 1.2 

Токтороа Н.Г. Справочтик во зыствей митематике. 

‘Бомрчук А. Ки бр. Справочное пособие тю высшей матемотике (Аитилемиаиич.Т. 1-5. 
Кросноа М.Л. и р. Вся высиля математика. Т.1-7. 

Краснов МЛ. и др. Сборники задеч «Вся высшая математика» © подзоба. решения! 
Босе В. Интуиция м мятематика. 

Босс В. Лекиин мо матеатьке. Т.1: Ажалнз; Т.2; Дафференциальные уравнении; 
1.3 Ливейная алиебра; Т.4; Вероятность, инфоризекя, статистики: 

Т.$ Фувкционильный знали; 7.6: От Дмофаита ло Тьюринга; 

Т.7: Оптимизации, Т.Н: Теория груши; Т.9: ФКП; 

т. №. Перебор и эффективные алгоритны; 7. 11. Уривиения математической физики. 
Серия «Кавесический университетский учебник» 

Гиеденко Б.В. Куре пворны веронтиостей. 

Козмохоров А.Н. Дрозалия А.Г. Математическая могикя. 

`Пежфовский Н.Г. Лекцин во теории обыкистенных диференииальных урареннй, 
Кононович Э. В., Мороз В. Н. Общий курс пстраномим. 
_Ныханов 5.С., Колутоное И.М. Юлия Н.П. Чиствиы в птомные ядра. 


_Кеасликов И.Л. Термлниамикя м статистическая Физика. В 4 т. 
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4 ПАН флерий Павлович СУПРУН 


ского государственного университета, зам. декана по на- 
учной работе (1996-2007), кандидат технических наук. 
Область научных интересов; дискретная математика и вы- 
числительная техника. Имеет около 60 научных статей по 
дискретной математике и более 200 изобретений в области 
автоматики и вычислительной техники. Награжден Золо- 
той медалью и Дипломом Всемирной организации интел- 
лектуальной собственности (ВОМС) как «Лучший изобре- 
татель Беларуси 200бгода», 

Автор учебных пособий аМатематина для старшеклассников. Задачи повышенной 
сложности» (Минск, 2002); «Математика для старшеклассников. Нестандартные ме- 
тоды решения задач» (Минск, 2003); «Уравнения и неравенства: готовныся к всту* 
пительному эизамену» (Минск, 2003); «Математика для старшеклассников: Задачи 
повышенной сложности (№.: 0855, 2008). В последние годы регулярно публикуется 
вжурнале для школьников м абитуриентов «Репетитор» (Минск). 


\ ре механико-математического факультета Белорус- 
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